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研究 生 教材 建设 是 研究 生 培养 工作 的 重要 环节 , 是 研究 生 教学 改革 措施 之 
一 ， 也 是 衡量 学 校 研究 生 教学 水 平和 特色 的 重要 依据 ， 纵 观 我 院 的 研究 生 教 
育 ， 可 分 为 几 个 阶段 : 1954~1960 年 是 我 院 研究 生 教育 初创 时 期 , 招生 为 代数 、 
分 析 、 几 何等 方向 的 10 个 研究 生 班 ，1962~1965 年 改 为 招收 少量 的 硕士 研究 
生 ; 1966~1976 年 “文化 大 革命 ” 时 期 , 研究 生 停止 招生 . 1978 年 , 我 院 恢复 招收 
硕士 研究 生 , 研究 生 所 学 课程 除外 语 和 自然 辩证 法 公共 课程 外 ,主要 学 习 几 门 
专业 课 , 每 年 导师 根据 招生 情况 , 分 别 制定 每 个 研究 生 的 培养 计划 . 从 1982 年 
开始 , 首次 开展 制定 攻读 硕士 学 位 研究 生 培养 方案 的 工作 . 为 拓宽 研究 生 的 知识 
面 , 对 每 届 研 究 生 开设 5 门 专业 基础 理论 课 : 泛 函 分 析 、 抽 象 代数 、 实 分 析 、 复 
分 析 、 微 分 流 形 , 每 人 至 少 选 3 门 ; 从 1983 年 起 , 增加 代数 拓扑 , 共 6 门 基础 理 
论 课 , 安排 有 经 验 的 教师 讲课 且 相 对 固定 , 考试 要 求 严格 , 使 研究 生 受到 正规 的 
训练 . 由 于 不 同 院 校 开设 的 本 科 生 课程 有 一 定 的 差距 , 经 过 这 个 阶段 的 学 习 后 ， 
基本 上 达到 了 一 个 相同 的 水 平 , 为 从 本 科 生 到 研究 生 基 础 水 平 过 渡 提 供 了 保障 . 
在 1992 年 修订 教学 计划 时 , 增加 了 概率 论 基础 和 计算 机 基础 . 这 样 ， 基 础 理论 
谍 共 开设 8 门 . 从 1997 学 年 开始 , 规定 研究 生 每 人 至 少 选 4 门 . 从 2000 年 开始 ， 
改 为 开设 12 门 基础 课 , 增加 应 用 分 析 基 础 、 偏 微分 方程 、 李 群 、 随 机 过 程 . 经 过 
近 30 年 系统 的 研究 生 培 养 工作 , 研究 生 教育 正在 逐步 走向 正规 . 在 此 期 间 , 学 
院 在 学 科 建 设 、 人 才 培 养 和 教学 实践 中 积累 了 比较 丰富 的 培养 经 验 , 将 这 些 经 
验 落 实 并 贯彻 到 研究 生 教材 编写 中 去 是 大 有 益处 的 . 

随 着 研究 生 的 扩招 , 招收 研究 生 的 数量 越 来 越 大. 再 加 上 培养 方案 的 改革 ， 
出 版 研究 生 系列 教材 已 经 提 到 议事 日 程 上 来 . 在 20 世纪 90 年 代 , 北京 师范 大 
学 出 版 社 已 经 出 版 了 几 部 基础 课 教 材 : 泛 函 分 析 、 实 分 析 、 随 机 过 程 等 , 但 未 系 
统 策划 出 版 系列 教材 . 2005 年 5 月 ， 由 北京 师范 大 学 数学 科学 学 院 李 仲 来 教授 
和 北京 师范 大 学 出 版 社 理科 编辑 部 王 松浦 主任 进行 了 沟通 和 协商 ,由 北京 师范 
大 学 数学 科学 学 院 组 编 ( 李 仲 来 教授 负责 ), 准备 对 北京 师范 大 学 数学 科学 学 院 
教师 目前 使 用 的 北京 师范 大 学 出 版 社 出 版 的 几 部 教材 进行 修订 后 再 版 进一步 
计划 用 几 年 时 间 , 出 版 数学 一 级 学 科 硕 士 研究 生 的 基础 课程 系列 教材 . 我 们 希望 


使 用 这 些 教材 的 校内 外 专家 学 者 和 广大 读者 ， 提 出 宝贵 的 修改 意见 ， 使 其 不 断 
改进 和 完善 . 

本 套 教 材 可 供 高 等 院 校 数学 一 级 学 科 硕士 研究 生 和 课程 与 教学 论 (数学 ) 硕 
士 研究 生 使 用 和 参考 . 


北京 师范 大 学 数学 科学 学 院 
2006-01-18 


编者 的 话 


“应 用 分 析 基 础 ”是 北京 师范 大 学 数学 科学 学 院 2000 年 硕士 研究 生 培养 方 
案 中 列 入 的 学 位 基础 课程 之 一 . 在 2007 年 6 月 由 北 师 大 研究 生 院 组 织 的 研究 生 
培养 方案 的 修订 工作 中 , 根据 一 些 专家 教授 的 建议 , 在 原 “ 应 用 分 析 基础 ”课程 
的 内 容 中 补充 20 世纪 70 年 代 以 来 在 分 析 领 域 中 取得 的 某 些 重要 进展 ， 同 时 将 
该 课程 更 名 为 “现代 分 析 基 础 >， 并 仍 列 为 北 师 大 数学 学 院 硕士 研究 生 的 学 位 基 
础 课程 . 

2002 年 以 来 , 编者 为 北 师 大 数学 学 院 的 四 届 硕 士 研究 生 讲授 了 该 门 课程 . 在 
教学 中 我 们 曾 选 用 了 1999 年 Wolf 数学 奖 得 主 、 美 国 科 学 院 院士 E. M. Stein 和 
美国 著名 数学 家 G. Weiss 的 名 著 《Introduction to Fourier Analysis on Euclidean 
Spaces》([51]) 作为 该 课程 的 主要 参考 书 . 本 书 是 在 编者 的 “应 用 分 析 基 础 ”讲义 
之 上 , 参考 了 国内 外 一 些 重 要 专著 和 文献 后 修改 补充 编写 而 成 的 . 

全 书 共 分 六 章 . 第 一 章 中 介绍 的 知识 在 现代 分 析 中 是 最 基本 且 十 分 重要 的 ， 
它们 的 应 用 也 始终 贯穿 于 全 书 之 中 . 第 二 章 主 要 介绍 Fourier 变换 的 经 典 理论 . 
Fourier 变换 是 现代 分 析 中 最 重要 的 工具 之 一 ,已 广泛 应 用 于 偏 微分 方程 、 调 和 
分 析 、 复 分 析 、 概率 论 、 小 波 分 析 及 数值 分 析 等 众多 研究 领域 . 第 三 章 介绍 速 降 
函数 空间 .9 及 其 对 偶 空 间 .8'( 缓 增 广义 函数 类 ) . 运用 缓 增 广义 函数 理论 ， 可 
十 分 有 效 地 拓 广 经 典 的 Fourier 变换 理论 ,从 而 使 得 广义 函数 在 现代 分 析 , 特别 
是 推动 偏 微分 方程 和 调和 分 析 理 论 的 发 展 中 发 挥 了 极 重要 的 作用 . 第 四 章 介 绍 
了 ”上 调和 函数 的 一 般 理 论 . 它 来 源 于 复 分 析 并 且 密切 联系 着 偏 微分 方程 和 调和 
分 析 理论 ,同时 在 概率 论 中 亦 有 重要 的 应 用 . 在 这 一 章 我 们 还 讨论 了 下 "+1 的 上 
半空 间 RF?+ 上 调和 函数 的 径 向 和 非 切 向 边界 值 问题 , 介绍 了 球面 调和 函数 的 基 
本 内 容 和 一 些 重要 性 质 . 第 五 章 介绍 Calder6n-Zygmund 奇异 积分 算 子 的 基本 知 
识 . Calder6n-Zygmund 奇异 积分 算 子 自 20 世纪 50 年 代 初 创立 以 来 便 在 现代 调 
和 分 析 中 始终 居于 中 心 位 置 . 它 一 方面 来 源 于 Cauchy 型 积分 理论 , 另 一 方面 来 
源 于 偏 微分 方程 理论 . 半 个 多 世纪 以 来 , 奇异 积分 算 子 理论 已 发 展 成 为 丰富 而 系 
统 的 理论 体系 .1992 年 Wolf 数学 奖 和 2006 年 Abel 奖 得 主 、 国 际 数 学 家 联盟 
前 主席 、 瑞 典 皇 家 科学 院 院士 L. Carleson 说 : Harmonic analysis has a position 
in mathematics comparable to that of the theory of the atom in physics. (调和 分 
析 在 数学 中 的 地 位 可 与 原子 理论 在 物理 学 中 的 地 位 相 比 .) ( 见 Notices of AMS,， 
48 (2001), p，482.) 而 调和 分 析 理 论 和 方法 也 正 是 通过 奇异 积分 及 其 相关 算 子 


(如 : 极 大 算 子 、 振 荡 积 分 、 分 数 次 积分 、Littlewood-Paley 算 子 、 交 换 子 等 ) 在 
Lebesgue 空间 等 各 类 函数 空间 中 的 性 质 而 在 偏 微分 方程 、 复 分 析 、 小 波 分 析 等 
研究 领域 中 发 挥 着 重要 作用 . 在 最 后 一 章 我 们 介绍 了 小 波 分 析 中 的 部 分 内 容 . 二 
十 多 年 来 , 小波 分 析 在 理论 和 应 用 方面 均 得 以 迅速 发 展 , 现 已 被 广泛 应 用 于 数 
值 分 析 、 信 和 号 处 理 、 图 像 处 理 、 语 音 识 别 、 地 震 和 石油 勘探 等 领域 . 在 这 一 章 我 
们 仅 介绍 小 波 分 析 中 最 基本 的 理论 和 知识 , 如 基本 小 波 , 小 波 变 换 , 小 波 框架 , 多 
尺度 分 析 , 正 交 小 波 等 , 同时 也 可 看 到 前 面 的 知识 在 小 波 分 析 中 的 运用 . 

本 书 在 内 容 选 取 中 注重 现代 分 析 中 基本 思想 、 基 本 理论 和 基本 方法 的 讲解 ， 
同时 也 注意 介绍 茶 些 研究 前 沿 问 题 和 最 新 研究 进展 . 根据 本 人 以 往 教 学 和 科研 
的 体会 , 我 们 在 本 书 中 给 出 了 若干 注 记 . 它们 或 对 有 关 结 论 作 进 一 步 阐 明 、 或 指 
出 运用 结论 中 应 注意 的 问题 、 或 给 出 与 结论 相关 联 的 背景 知识 和 最 新 研究 进展 、 
或 提出 某 些 目前 尚未 解决 的 重要 问题 等 . 目录 中 带 * 号 的 内 容 供 有 兴趣 的 读者 
阅读 . 凡 已 具备 “ 实 变 函 数 ”“ 复 变 函 数 ” 及 “ 泛 函 分 析 ” 等 课程 知识 的 读者 ， 学 
习 本 课程 应 当 没 有 问题 . 

本 课程 是 北京 师范 大 学 研究 生 院 2005~2006 年 建设 的 硕士 研究 生 精 品 课程 
之 一 . 本 书 是 北京 师范 大 学 数学 科学 学 院 2005~2008 年 建设 的 硕士 研究 生 基 础 
课程 系列 教材 之 一 . 最 近 本 书 也 被 北京 市 教委 列 为 2007 年 北京 市 高 等 教育 精品 
教材 建设 立项 项 目 . 编者 非常 感谢 北京 师范 大 学 研究 生 院 和 数学 科学 学 院 在 本 
课程 讲授 和 本 书 编写 过 程 中 所 给 予 的 支持 . 北京 师范 大 学 陆 善 镇 教授 对 本 书 的 
编写 思想 提出 了 十 分 重要 的 指导 性 意见 ,美国 Auburn 大 学 韩 永生 教授 与 编者 
就 蔬 中 茶 些 内 容 有 过 深入 的 讨论 ,北京 大 学 刘 和 平 教授 给 出 了 很 好 的 建议 ， 纺 
者 在 此 向 他 们 表示 最 诚 更 的 谢意 . 此外， 编者 也 十 分 感谢 北京 师范 大 学 出 版 社 
为 本 书 的 编辑 出 版 所 做 的 大 量 工作 . 

限于 本 人 学 识 水 平 , 本 书 中 难免 存在 错误 和 不 要 之 处 , 恳请 专家 和 读者 不 许 
赐教 指正 . 

编者 (dingy@bnu.edu.cn) 
2007 年 12 月 


本 书 中 主要 函数 空间 的 定义 和 相关 记号 


RR* 记 n 维 欧 民 空间 . 对 Vz,y € R",z:y= pe Tjy; 记 ZY 与 yy 的 内 积 ， 
lz| = (zz)V2 记 z 的 模 . 对 于 1<p< ow， L?(R") 记 有 ”上 的 Lebesgue 空间 ， 
其 定义 为 : 


ze = {f= ( flras) 2 oo， 1<p<% 


及 
tr")= {fle i fo) < oo}, 
XER™\E 


Bo 
其 中 已 c R" 为 Lebesgue 可 测 集 (以 下 简称 可 测 集 ) ,| 如 | 记忆 的 Lebesgue 测 
度 . I 和 。 (R") (1 < p < co) 表示 在 R" 的 任何 紧 集 上 p 次 可 积 函 数 的 全 体 , 称 
Lio。(R") 中 的 为 p 次 局 部 可 积 函 数 . 
对 1<ps oo, 数 p' 记 p 的 共 生 指 数 , 即 满足 上 十 二 = 1 
下 面 给 出 连续 函数 空间 及 其 子 空间 的 定义 . 了 "上 连续 函数 的 全 体 记 为 C(R"). 
Co(R")= {f:f eC(R")H im, f(z) = 0}. 


记 2Z+ 为 全 体 非 负 整数 ，Z% = Z| x Zi… x Zi 为 n 个 Z| 的 直 积 a = 
(al 02,… ,Qan) < 2Z3 称 为 多 重 指标 . |a| = aa + az 十 … 十 an 称 为 a 的 阶 . |al 
阶 的 微分 算 子 De” 定义 为 : 

ola| 


~ O71 Or. .Ora 
对 mE 儿 |， 记 
C™(R")={f:D°f eC(R"), oe 2%, al < m)}. 


简 记 CY(R") = C(R"). 称 supp(f) = {z ER": f(z) 关 0} 为 了 的 支 集 如 果 
supp( 了 ) 为 R” 中 的 紧 集 , 则 说 / 具有 紧 支 集 . 对 mm e Z+, 记 


Ce (R") = {f :fe C™m(R") 且 具有 紧 支 集 }. 


简 记 Ce(R") = Ce(R") 为 R* 上 具有 紧 支 集 的 连续 函数 的 全 体 . 此 外 , C™ (R") 
表示 无 穷 阶 可 微 函 数 的 全 体 , 而 


Ce (R") = {f :feC™m(R") 且 具有 紧 支 集 }. 
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第 一 章 ”基本 知识 


81.1 卷 积 


定义 1.1.1 设 f,g 为 R" 上 的 两 个 可 测 函 数 ,如 果 对 a.e.! z e R", 积分 
人 f(z — tb)g(tdt 
R"? 
存在 , 那么 称 其 为 f 与 g 的 卷 积 , 记 为 j*g. 即 
(fxg)(z) = 人 jltz-bogdd， zeRr". 
Rn 


由 卷 积 的 定义 立即 可 得 到 下 面 的 


命题 1.1.1 对 于 任意 的 f, g, he L1(R"), 卷 积 运算 满足 以 下 性 质 : 
(a) f*g 一 g*f; (可 交换 性 ) 
(b) (f*g)*h 二 fx*(g*h); (可 结合 性 ) 
(c) (af +Bg)*h=a(f*h)+Bl(g*h), Va,BeC; (线性 ) 
(qd) |f*glli < fllillgli. (连续 性 ) 
证 明 咯 . 
[ 注 1.1.1] 命题 1.1.1 表明 , 如 视 卷 积 为 L1(R") 上 的 乘法 运算 , 那么 L1(R") 
是 C 上 的 交换 Banach 代数 (加 法 为 通常 的 函数 加 法 ) . 


命题 1.1.1(d) 是 下 面 结论 的 特殊 情形 . 


定理 1.1.2 (Young 不 等 式 ) 设 1 < p,g,r < oo 满足 
f EI?(R") 及 ge LI(R"), 则 fx*geL"(R"), 且 


|f * gll < lfllpllglla. (1.1.1) 
证 明 首先 设 1 < gq < co. 注意 到 
1 1 1 D ，2 q ,gq 
一 十 二 十 二 =1， 二 十 一 一 1， 二 十 二 一 1. 
& rr rig TT riy 


1 本 书 中 “a.e.” 表 示 几 乎 处 处 (almost everywhere) 或 (对 于 ) 几乎 每 个 (for almost every). 
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对 q',7,p' 应 用 H6lder 不 等 式 得 到 


GO < {HP (FWP lo Wl) late = Wl dy 
1/r 1/p’ 
< (ftwree -way) (人 ee-ordj 


1/r 
A 
由 上 式 并 应 用 Fubini 定理 


1/7 
fx 9, < MF/ gla ( 人 Al = wardy ) 
= | lg Fle/" gl 
三 ||fllpllglle. 
如 g = oo, 则 必 有 p=1 且 7 = co, 此 时 (1.1.1) 显然 成 立 . 口 


[ 注 1.1.2] Young 不 等 式 表 明 , 如 p,g,7 满足 定理 1.1.2 中 的 关系 , 那么 对 取 
定 的 gE LI(R"), 卷 积 是 L?(R") 到 L"(R") 的 有 界线 性 算 子 . 


例 1.1.1 记 了 = [0,1] CR x 为 I 的 特征 函数 .? 那么 容易 验证 ， 


7, Z E |0,1], 
(x * Xi)(7) 2 一 ， TE (1 
0, Z ¢ [0,2|. 


上 面 的 例子 启示 我 们 , 通过 卷 积 运 算 可 以 改善 函数 的 连续 性 . 
命题 1.1.3 卷 积 运算 满足 以 下 性 质 : 
(a) 设 1<p<go%,f EL?(R"), ge LP?(R"). 那么 f*g 是 Rr 上 一 致 连续 
的 有 界 函 数 ; 
(b) supp(f * 9g) C supp(f) + supp(g); 
(0) 设 1<p<o%,f eI?(R"), ge Lr (R"). 那么 f *ge Co(R"); 
(d) 设 fe Lioc (R"), gE Cm(R"). 那么 fxg€C™(R"), 且 对 |al 和 mm 


D°(f * 9)(7) = (f * D*g)(z). 
2 本 书 中 xs 表示 集合 B 的 特征 函数 , 即 : 如 ze E, 那么 Xe(z) = 1, 否则 xse(z) = 0. . 


1.2 Hardy-Littlewood 极 大 函数 3 


证 明 留 作 习题 . 
由 命题 1.1.3 立即 可 得 
推论 1.1.4 
(a) 设 Fe Lioc (R"), ge CF(R"). 那么 f *g € C™(R"):; 
(b) 设 fe LI(R") 且 supp() 为 紧 集 . 那么 当 g e Cs (R") 时 , f *g Ee 
Co (Rn). 
现 运用 推论 1.1.4 给 出 局 部 紧 Hausdorff 空间 上 Urysohn 引 理 在 及 ”上 形式 
的 直接 证 明 . 


定理 1.1.5 设 Kc R" 为 紧 集 , 而 UC R" 为 开 集 , 且 Kc U. 则 存在 
fe CF?(R"”) 使 得 对 任意 的 ze R",0<Jf(z)<1, 且 


1, rEK, 
10)={ 0 rz¢U. 
证 明 记 
A Uz R", 
2 U = Rr". 


则 7 > 0. 令 V=Uyer{z :|z 一 让 < 中. 显然 及 CV 且 FcU. 现 取 
EE C8(R") 使 得 supp(w) C {z :|z| < 32} 且 反光 (z)dz = 1 (w 的 存在 性 见 本 
章 习题 3) . 由 推论 1.1.4 知 f = 少 *xw 即 为 所 求 . 口 


81.2 ”Hardy-Littlewood 极 大 函数 


81.2.1 ” 极 大 算 子 M 的 弱 (1,1) 型 和 (z,p) 型 
定义 1.2.1 设 fe Lioc (R"). 那么 的 中 心 Hardy-Littlewood 极 大 函数 
Mf 定义 为 : 


1 
Mf(7) = sup ———— 
人 ) 7>0 IB(zx, 7)| B(z,r 


这 里 (及 以 后 ) B(z,7) 为 以 z 为 中 心 ,7 为 半径 的 开 球 , 即 B(x,7) = {y € Rn : 
lz 一 y| <7}, ( 简 记 B(0,7) 为 B(7)). 


[flat, vzeR". (1.2.1) 
) 
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中 心 Hardy-Littlewood 极 大 函数 的 另 一 个 定义 方式 是 


三 1 
Wf) 2 IQ(z, 7)| Q(z,r 


这 里 (及 以 后 ) 记 Q(z,7) 为 R" 中 以 z 为 中 心 , 边 长 为 7, 且 边 与 坐标 轴 平 行 的 
方 体 . 


定义 1.2.2 设 fe Dioc (R"). 那么 了 的 非 中 心 Hardy-Littlewood 极 大 函数 
Mf 定义 为 : 


8 f(Dlat. (1.2.2) 


1 加 
Mf(7x) = 站 可 | |f@)ladt, vz eR". (1.2.3) 
其 中 上 确 界 取 自 R” 中 一 切 包含 z, 边 与 坐标 轴 平 行 的 方 体 . 

[ 注 1.2.1] 极 大 函数 Mf 也 可 以 通过 卷 积 来 表现 . 事实 上 , 如 记 wn 为 Rm 中 
单位 球 B(1) 的 测度 , 那么 Mf(zx) = up tp 这 里 pg( 引 二 过 Xsa 人 的， 而 
pr 的 一 去 p() 

命题 1.2.1 (Hardy-Littlewood 极 大 函数 定义 的 等 价 性 ) 设 f € Zioc (R")， 
那么 存在 仅 与 ” 有 关 的 常数 4, B, 使 得 对 一 切 x € R"， 

Mf(z) < AMf(z) < AMf(x) < BMf(z). (1.2.4) 

证 明 留 作 习题 . 


由 命题 1.2.1, 对 于 f € Lioe(R"), 如 无 特别 说 明 , 此 后 将 统称 Mf, Mf 以 及 
My 为 f 的 Hardy-Littlewood 极 大 函数 , 并 依据 问题 的 需要 可 选用 不 同 的 定义 
方式 . 

命题 1.2.2 (Hardy-Littlewood 极 大 函数 的 下 半 连 续 性 ) Zioc (R") 中 任意 函 
数 的 Hardy-Littlewood 极 大 函数 Mf 在 R" 中 是 下 半 连 续 的 . 

证 明 由 下 半 连 续 的 定义 , 需要 证 明 : 对 任意 的 和 > 0, 集合 


E={rzeR":MIf(r)> A 


为 开 集 . 等 价 地 , 只 需 说 明 E° = {x ER : Mf(z) < 和 )3 为 闭 集 . 设 {zi} CC 
Ee 满足 zh x oo) 由 (1.2.1), 仅 需 说 明 对 任意 的 +> 0 


1 
BE fo, fat < AX. (1.2.5) 


3 如 无 特别 说 明 , 此 后 Ee 总 表示 集合 关于 R" 的 补 集 . 


1.2 Hardy-Littlewood 极 大 函数 : 5 


简 记 Bk = B(xk,7) 且 fr(t) 一 f(a ks: (€), 人 1,2,…. 因此 对 一 切 均 
有 ， 
(OI < OF 县 am fd) =0. 


应 用 Lebesgue 控制 收敛 定理 
另 一 方面 , i 
Be 上 Mg 放 = 读 上 (Os < 

因此 

1 

BT cn 全 BF 有 友人 
1 
+ Beh 
1 
< 古人 OE+X 

令 上 一 00, 由 (1.2.6) 得 (1.2.5). 0 


定义 1.2.3 由 (1.2.1), (1.2.2) 及 (1.2.3) 所 定义 的 , 作用 于 万。 (R*) 上 的 算 
于 统称 为 Hardy-Littlewood 极 大 算 子 , 记 为 M. 


很 清楚 , M 是 Lio。(R") 上 的 次 线性 算 子 , 即 对 任意 的 f,g e Lioe (R") 及 
入 ER, 


M(f +9)(z) < Mf(z)+ Mg(z),  M(Af)(z) = IMMf(z). (1.2.7) 


在 给 出 下 面 极 大 算 子 M 的 其 他 性 质 之 前 , 先 介绍 两 个 概念 . 


定义 1.2.4 算 子 工 : I?(R") 一 LA(R"), 1 < p,q < oo, 称 为 (p,q) 型 算 子 
(或 是 (p,q) 有 界 的 ), 如 它 满足 不 等 式 


IT(P la < clifll;, 


其 中 , 常数 C 与 无关. 满足 上 述 不 等 式 的 最 小 常数 C 称 为 工 的 (p,q) 范 数 记 
作 | ee 


“本 书 中 EAF 记 和 集合 和 的 对 称 差 , 其 定义 为 : BAF = (E\F)U(F\E). 
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定义 1.2.5 设 1< p,q < oo. 那么 映 L?(R") 到 及 ”上 可 测 函 数 空间 多 的 
算 子 了 称 为 弱 (p,q) 型 算 子 (或 是 弱 (p,q) 有 界 的 ), 如 果 
G sup oll{z ER”: (六 (> oj < Clflly 1gq<o%; 
Gi) TP < Clflp, gq=0%. 
上 面 常数 C 与 f 无 关 . 把 满足 上 述 不 等 式 的 最 小 常数 C 叫做 了 的 弱 (p,q) 范 
数 , 并 记 作 |7|l we 9 显然 , 7 为 弱 (pco) 型 算 子 等 价 于 了 为 (pco) 型 算 子 . 另 
外 , 由 不 等 式 
olls eR": ral>als 上 TF) (a) dz 
{zeER™: |T(f)(z)|>a} 
< TO 
可 知 , (p,q) 型 算 子 必 为 弱 (p,q) 型 的 , 且 Tog) < Tog 
命题 1.2.3 (Hardy-Littlewood 极 大 算 子 M 的 初等 性 质 ) 
(a) M 是 (co, oo) 型 算 子 ; 
(b) M 不 是 (1,1) 理 算 子 . 
证 明 由 M 的 定义 即 知 (a) 成 立 . 现 给 出 一 个 反例 说 明 (b). 仅 考虑 4 二 
取 了 二 Xiou e L1(R), 那么 对 任意 的 > 1 


1 


1 27 
Mf)> 充 Jf- 去: 


1 
但 >> ¢ L'(R). 口 
下 面 将 说 明 M 是 弱 (1 1) 型 算 子 . 先 给 出 需 用 到 的 Vitali 型 覆盖 引 理 . 


引 理 1.2.4 (Vitali 型 覆盖 引 理 ) 设 BC R", 可 测 . 又 球 族 BA := {BA}NeA 
覆盖 了 E, 且 满 足 sup{fd(BA) : 入 EA} < oo. 这 里 d(B，) 为 B、 的 直径 . 那么 存 
在 互 不 相交 的 球 列 {Bk}21 C BA, 使 得 


IB| < 5° 》 |Bk| (1.2.8) 
E k 


证 明 记 4 如 = sup{d(BM)}. 取 Bi e Bn, 使 d(B1) > Lo/2. 取 Bo € Bh, 使 
€ 
BNBi=0H. 


d(B2) > 3 sup{d(B) :BeBAH BNB 0}. 
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一 般 地 , 设 B1, B2,… , Bi 已 经 取 好 ， 我 们 如 下 选取 B41: 
Q) BrriN (Ui B;) = 0; 
GD d(Ber1) > 3 sup {d(B): Be BA BN (Us Bj) = 0}. 
这 样 得 到 B1, Bz,… ,Bu …… 如 果 {Bk} 有 限 , 那么 说 明 Y B € BA, BN (Ut_， 
B;) 关 @. 因此 对 Y ze 五 存在 B。e BA 使 得 BN(UiiB;)0. 记 Bi 是 
[Bu By,… ,Bs} 中 第 一 个 与 Be 相交 的 球 , 则 由 的 知 , d(B;) > 3d(B。). 因此 
Bj. C 5B;. 这 样 
Ecl)B,cl])5B,. (1.2.9) 
ZE 万 j=1 
由 (1.2.9) 即 可 获得 (1.2.8). 

现 设 {Bk} 为 无 限 集 ， 如 洒 色 1 |Bk| = oo, 则 结论 自然 成 立 ， 因 此 不 妨 设 
ki1|Bk| < oo: 记 习 =5Bu 则 已 c UP Bx. 事实 上 ,由 并 > |Bk| < oo 知 
dBkb) 一 0 (k 一 00). 因此 对 任意 的 B € BA, 存在 大 使 得 d(Bk+1) 和 3d(B). 不 
妨 假定 是 满足 此 性 质 的 最 小 下 标 , 因此 B 必定 与 {B1, Bo,… , Bk} 中 某 球 相 
交 (否则 d(Bk+1) > #4(B).) 现 记 B; 是 {B1, Be,… , Bs} 中 第 一 个 与 B 相交 
的 球 , 那么 (ij 知 , d(B;) > 34(B). 因此 仍 有 Bc 5B; = B+. 这 样 


Ecl)jBcl])B. (1.2.10) 
入 EA j=1 


此 时 (1.2.8) 即 可 由 (1.2.10) 得 到 | 口 


定理 1.2.5 Hardy-Littlewood 极 大 算 子 M 是 弱 (1,1) 型 算 子 . 即 , 存在 常 
数 C = Cn, 使 得 对 任意 的 入 >0 及 fe Li(R") 有 


I{z eR": Mf(z) > AN| < Sh (1.2.11) 


证 明 对 任意 的 入 >0 及 fe 1(R"), 记 户 = {ze R":Mf(z) > 入 ,那么 
由 命题 1.2.2, 为 开 集 . 另 一 方面 , 对 Y z e 及 , 存在 球 Bs 使 得 


至 - 上 f(Dlat > A (1.2.12) 


因此 由 (1.2.12) 
lB < $f Har < Sh <oo (1.2.13) 


这 样 B= {Bs : x € EE\} 覆盖 了 E、, 且 (1.2.13) 说 明 sup{d(B,) : Bs € B} < co. 
运用 引 理 1.2.4, 存在 互 不 相交 的 球 列 {Bh} 1 c 8, 使 得 | 及 | < 5n 2 1Bx|. 所 
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以 由 (1.2.12) 
aL a Cn 
DD 
此 即 为 (1.2.11) 式 . 口 
在 证 明 Hardy-Littlewood 极 大 算 子 M 为 (p,p) 型 算 子 之 前 , 先 给 出 分 布 函 


数 的 定义 . 
定义 1.2.6 设 f 为 R" 上 的 可 测 函 数 , 对 s> 0， 


Mi(s) = |{z € R™ :|f(z)| > s}| 
称 为 f 的 分 布 函 数 . 


命题 1.2.6 (分 布 函数 的 基本 性 质 ) 
(a) 对 R* 上 的 任意 可 测 函 数 f, 其 分 布 函数 Ay(s) 在 (0, oo) 上 是 非 增 的 ; 
(b) 如 |f(z)| < |g(z)| ae. x ER", 那么 和 jy(s) < Ag(s), s >0; 
(oO) 如 0<fig<fos.…, 且 对 Vz eR", fr(z) 1 f(z) (ko— 00), 5 那么 对 
s >0, 当 上 一 00 时, 和 f(s) 1 Af(s); 
(d) 如 fe LL”(R"), 那么 fll = inf{s: Ar(s) = 0}; 
(6) 如 fe LP(R") (1 < p< oo), 那么 


Hl =» / s2- 和 Ar(s)ds. (1.2.14) 
证 明 结论 (a)(b) 及 (d) 由 定义 直接 可 得 . 下 面 说 明 (c). 记 
Eo(s) = {x € R™ :|g(2)| > s}, 
那么 {Ey (s)} 为 单 增 的 集合 列 , 且 By(s) = Uk Bp(s). 因此 
im Xi(s) = Xs(s), s>0. 


最 后 给 出 (e) 的 证 明 . 事实 上 ， 


Oo O00 
?| ”Ns)ds =7 / of Xe (T) dT ds 
| » | 3? Xia(Z)dsdaz 
Rn Jo 
|f(z)| 
天 上 p pA s? lds dz = 上 |f (zx)l?dz. 口 
nn 0 Rn 


5 本 书 中 “1” 表 示 单 调 递增 收敛 . 
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定理 1.2.7 对 1 < p 和 oo, Hardy-Littlewood 极 大 算 子 M 是 (p,p) 型 算 子 . 
即 : 存在 常数 C = Cnp, 使 得 对 任意 的 fe L?(R") 有 


[Mflly < Cn,pllflly. (1.2.15) 


证 明 由 定理 1.2.3(a) 知 Mf < fj. 下 面 仅 讨论 1 < p < oo 的 情况 . 
任意 取 定 的 s > 0, 令 


flz), Hel>s 
6 {; 0， (olss 


户 (z) = jz) — fi(z). 
那么 户 EZLR") 且 fp€L%(R"). 由 MM 的 次 可 加 性 ， 


和 AMf(2s5) < AMfi (s) 十 MM fo (s). (1.2.16) 


注意 到 |M 户 |。 < 和 | jzl。 < 和 s, 因此 Awp(s) = 0. 这 一 事实 结合 (1.2.16) 得 
和 Mf(2s) < 和 MA (s). 因此 运用 (1.2.14) 以 及 算 子 M 的 弱 (1,1) 型 (定理 1.2.5) 


IMfl? =p | (2s)p-1Awzy(25)d(25) 
po 上 sp-1Mwrj(2s)ds 
0 
<p2 | sr 1Amf (s)ds 
0 


ee C 
Sp | hhas 
0 


= co2 人 2 |f (zx)ldz ds 
0 fo)l>s 
ll 
= Cp2p 人 1 pe 
_ Cp2 
S27 .Nota 


2 22 
= = TI 


这 样 (1.2.15) 获 证 . 口 


[ 注 1.2.2] 由 定理 1.2.5 和 定理 1.2.7 的 结论 可 知 , 当 f € L?(R") (1 < p< 0%) 
时 , f 的 Hardy-Littlewood 极 大 函数 MJ 在 R* 上 几乎 处 处 有 限 . 
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81.2.2 ” 算 子 族 的 点 态 收 敛 与 Lebesgue 微分 定理 


证 明 Lebesgue 微分 定理 (定理 1.2.9) 是 Hardy-Littlewood 极 大 算 子 的 重要 
应 用 之 一 . 在 这 里 我 们 将 首先 给 出 一 个 一 般 性 的 算 子 族 点 态 收敛 定理 , Lebesgue 
微分 定理 将 作为 它 的 一 个 推论 . 从 算 子 族 点 态 收敛 定理 的 证 明 过 程 中 , 将 可 看 到 
一 个 重要 的 思想 , 即 , 算 子 族 的 点 态 收敛 性 问题 往往 归结 为 相关 的 极 大 算 子 的 弱 
有 界 性 问题 . 


定理 1.2.8 ( 算 子 族 的 点 态 收敛 性 ) 设 {7T:}(e > 0) 是 将 LP?(R")(1 入 PE 和 oo) 
映 入 R"* 上 的 可 测 函 数 空间 的 线性 算 子 族 . 如 下 定义 算 子 族 {7e} 的 极 大 算 子 7*: 
对 任意 的 he Lr(R") 及 zz ER",(T*h)(z) = sup [Teh)(z)|. 如 果 


(i) T* 是 弱 (2,9) 型 算 子 (1 < p,q < oo). 即 : 存在 常数 a > 0, 使 得 对 任意 
的 和 >0 及 he LI?(R"), 


Ho eR" TAD) > A < (Kale) ; (L2.17) 


(i) 对 于 LIP(R") 的 某 稠密 子 集 人 D 中 任 一 元 9, lim 79(z) ae 存在 且 有 限 
那么 对 任意 的 fe I?(R"), lim Tf(z) ae. 存在 且 有 限 . 

证 明 只 需 证 明 , 使 得 当 。 一 0 时 , {(T. 有 )(z)} 的 极限 不 存在 及 极限 为 无 穷 
的 点 > 所 成 之 集 的 测度 为 零 即 可 . 设 fe LI?(R"), 对 > 0, 记 


.= {s eR" : Iu)(0) — (Tf) (0)| > 2/ 
对 无 限 多 对 eco ee 一 (0,0)} 
及 下 = Ui 了 x. 下 面 将 证 明 , 对 任意 的 7 > 0， 
[Fx| < [2a(k + 1)n]®. (1.2.18) 


这 样 由 7 的 任意 性 得 | 思 | = 0, 并 由 此 推出 | = 0, 从 而 完成 定理 的 证 明 . 
因 了 在 LP?(R") 中 稠密 , 故 对 上 述 7 > 0, 存在 ge DD 使 得 上 f 一 glls <”. 令 


G = {z eR" : jim(79)(z) 存在 且 有 限 } 
由 (i) 知 |R"\G| = 0. 而 


Fx = (FNG) LU (FNR"™ NG)). 
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因此 
[Fr| < FNGI+IR NRG)| =| 及 naGl. (1.2.19) 


故 为 获得 (1.2.18), 只 需 说 明 | NG| < [2a 十 1)m]? 即 可 . 记 f=g+h, 则 
|(Terf) (2) — (Te f)(2)| < |(Te'g)(z) 一 (Tvg)(z + |(Teh)(z) — (Tinh) (2)) 
及 对 任意 的 ze G， 


(elmo oT9) (7) — (Terg)(z)| =0. 


另 -方面 , 令 
Hs = {se Rr Ia -Ge > 1 
对 无 限 多 对 (ee (e’,e’) 一 (0, 中 


则 有 下 面 的 事实 
(Fi NG) c Hey. (1.2.20) 


这 是 因为 , 如 记 
Qr = {seBR": ,Bees (T9000) > VE), 
那么 及 CcC (Qk U Hx). 因此 
(FNG) C (QkNG) UHNG)) = (HNG) c Hs. 
故 (1.2.20) 成 立 . 另 一 方面 由 7* 的 定义 
Hx C {rz € R": (T*h)(z) > 1/2k } C {z € R": (T*h)(z) > 1/2(k+1)}. 
由 条 件 (i), 7* 是 弱 (p,q) 型 算 子 , 因此 


{z € R? : (T*h)(z) > 1/2(k+1)} 


RNnG| < IHl<| 
< [2a(k + DAlla]® < [2a(k + 1)'. 


这 样 由 (1.2.19) 得 到 (1.2.18). 口 


“本 书 中 a := b 和 b=: a 都 表示 “ao” 是 用 “ 定义 的 . 即 , 挨 着 冒号 的 表达 式 是 用 挨 着 等 
号 的 符号 来 定义 的 . 
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定理 1.2.9 (Lebesgue 微 分 定理 ) 设 f € Zioc (R"), 则 有 如 下 结论 : 
(a) 对 ae. ZE 下" 


Dn | (1.2.21) 


7 一 0 77 上 


使 上 述 极限 成 立 的 点 z 的 全 体 称 为 f 积分 的 可 微 点 集 . 
(b) 对 a.e. 2 € R" 


去 / f(s -df =0 (1.2.22) 
使 上 述 极限 成 立 的 点 z 称 为 f 的 Lebesgue 点 , 其 全 体 称 为 f 的 Lebesgue 点 集 . 
证 明 (a) 的 证 明 . 不 妨 假定 fe L1(R"). (不 然 的 话 , 可 令 fk (zx) = f(z)xB(x)(7)， 
先 对 fi e Li(R") 证 明 该 结论 , 再 令 上 一 co 即 可 .) 记 R” 中 单位 球 的 体积 为 wm. 
对 任意 的 >0 及 x ER", 令 
Te f(z) 二 2 


VnE™ Jltlge 


f(x — tdt. 
显然 
(1 = sup l(a) < Mf(e) 


且 由 Hardy-Littlewood 极 大 算 子 M 的 弱 (1,1) 型 (定理 1.2.5) 可 知 T* 也 是 弱 
(1,1) 型 算 子 . 这 是 因为 存在 C > 0, 使 得 对 任意 的 入 >0 及 fe Li(R") 有 


fz eB" : (T°)(e) > A < Hz eR" : Mf) > A < Sh (1.2.23) 
另 一 方面 , 因 Ce (Rn) 在 LA(R") 中 稠 , 且 对 Vg e CP(R")， 
lim (7:9)(2) = 9(2), Vz ER". (1.2.24) 
事实 上 , 对 任意 的 ze Re 


|(Zeg)(2) ~— g(7)| = 


1 
a 一 E — g(x)]at 
SS lg(z — et) — g(x)|at. 
n Jltlg1 


由 9 的 连续 性 以 及 Lebesgue 控制 收敛 定理 知 (1.2.24) 成 立 . 这 样 由 (1.2.23) 和 
(1.2.24), 并 应 用 定理 1.2.8 知 ， 


f(z 一 引 dt = lim(Tef)(z) a.e. 存在 且 有 限 . 


oO VnE Jse 
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下 面 说 明 此 极限 a.e. 为 f. 由 积分 连续 性 知 
ji 人 [je -站 -Foldz =0. 


| 攻 一 0 


vne™ 


也 


ITf -fh < 上 


1 [f(z —t) — Flo)ldtlar 
|t|ge 
1 
< sn 人 [f(z — et) — f(z)ldzadt —0 (E 一 0). 


此 说 明 {Te}(e > 0) 依 L! 范 数 收敛 于 f. 由 Riesz 定理 , 存在 {es} 满足 ep 
0 (k 一 00), 使 得 Te (zx) 一 f(x) a.e，(k 一 0o0). 因此 


lim 一 一 一 rT—tat=f(r) ae. rEeR". 
bm me ,fe Dat = f0) 


(b) 的 证 明 . 记 有: 中 有 理 数 的 全 体 为 Q. 对 Ye€ Q, 令 下 为 Rn 中 使 得 


ey 


li 
7 一 0 7 | 引 <r 
不 成 立 的 一 切 z 组 成 的 点 集 . 显然 , |f(z) 一 y| e Zioe (R"). 由 结论 (a) 知 | 已 | = 0. 


如 记忆 = UyeQ 下 则 |F|=0. 因此 只 需 证 明 , 对 Y z eR"\F, (1.2.22) 成 立 . 事 
实 上 ,对 VzeER"\F 及 e >0, 取 YeQ, 使 得 |f(z) 一 y| < es/2. 那么 


1 1 
f(s ~ folat < f(s le 


VnrY™ Dr 


| 
十 f(x)— ~ldt 
ee 
:二 卫 十 了]. 


显然 五 <s/2. 而 当 r 一 0 时 


有 GE 让 -Ha - 放 必 THG -人 Sea 
从 而 (1.2.22) 成 立 . 口 


事实 上 , 还 有 下 面 一 般 的 结论 : 
定理 1.2.10 如 fe IL?(R") (1 <<p<o0), 那么 对 ae. zeRn 


i lf(e -f(at=0. (1.2.25) 


1 
e706™ J 


14 第 一 章 基本 知识 


[ 注 1.2.3] 使 (1.2.25) 成 立 的 点 称 为 了 的 p 次 Lebesgue 点 . 了 的 一 次 Lebesgue 
点 简称 为 f 的 Lebesgue 点 . RR? 中 f 的 Lebesgue 点 的 全 体 称 为 f 的 Lebesgue 
点 集 . Lebesgue 点 的 概念 是 刻画 局 部 性 质 的 , 可 以 只 对 局 部 可 积 (或 者 局 部 p 次 
可 积 ) 的 函数 来 定义 . 如 果 fe L? (R") (1 <p<oo0), 那么 了 的 p 次 Lebesgue 
点 必然 是 f 的 Lebesgue 点 . 


Lebesgue 微分 定理 是 分 析 中 非常 基本 且 重 要 的 定理 . 其 本 质 上 是 说 明 这 样 
一 个 事实 : 一 个 R* 上 的 局 部 可 积 函 数 f 在 球体 上 的 平均 , 当 球 体 收缩 到 其 中 心 
时 , 以 f 在 中 心 的 取 值 为 极限 , 且 此 事实 对 R*" 上 几乎 所 有 的 点 成 立 . 

那么 一 个 自然 的 问题 是 ， 如 果 以 其 他 的 几何 体 替 代 球 体 时 ， 上述 事实 仍然 
成 立 吗 ? 从 上 面 证 明 过 程 可 以 看 出 , 微分 定理 是 否 成 立 不 仅 依赖 于 积分 连续 性 
(这 是 容易 满足 的 ) , 而 且 更 本 质地 依赖 于 相应 的 极 大 算 子 的 弱 有 界 性 . 1978 年 
Fields 奖 得 主 、 美 国 著名 数学 家 C. Fefferman 在 1974 年 温哥华 国际 数学 家 大 会 
的 一 小 时 报告 [27] 中 总 结 了 R? 上 的 情形 . 记 

2 = { 开 ?上 所 有 正方 形 } (其 边 不 必 与 坐标 轴 平 行 ); 

= {RR* 上 所 有 边 与 坐标 轴 平 行 的 矩形 }; 
8 = {RR* 上 所 有 任意 方向 的 矩形 }. 
则 有 如 下 结果 : 


定理 1.2.11 如 fe ZL(R2), 那么 


m fd dy = fon) ae. (71,72) € R?. 


os 2 


其 中 , Q 一 (z1,72) 意 指 8 3 (z1,22) 且 8 收缩 到 (zi, 7x2). (下 同 ) 
定理 1.2.12 如 fe LI?(R?) (1<p< oo), 那 么 


i 2 
ee , 辐 a f(y1,Yy2)dy1 dy2 = f(T1,72) ae. (71,72) < 下 
(T1729 


然而 , 当 p = 1 时 定理 1.2.12 的 结论 并 不 成 立 . 即 : 存在 fo e L1(R?) 以 及 
{Rj;} C i, 使 得 当 (zx1, x2) E R; 且 R; — (21, 7X2) 时 ， 


1 
a fo(y1, y2)dy1 dy2 
J 了 


没有 任何 有 限 极限 . 其 原因 在 于 相应 于 多 的 强 极 大 算 子 Ms。 不 是 弱 (1,1) 型 的 . 
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这 里 Ms 定义 为 : 


1 
Mflevm) = sup 而 人 foo ~ 
1 


R3(z1,22) 


作为 当 p = 1 时 定理 1.2.12 的 替代 结果 , 下 面 的 结论 成 立 . 


定理 1.2.13 如 fe LlogtL(R?), 7 那么 


. 1 
lim 襄 / f(y1, y2)dyi dy2 = f(T1,722) ae (X21,22) € R2. 
i 加 | 已 


定理 1.2.14 (定理 1.2.12 和 定理 1.2.13 的 高 维 形式 ) 对 n> 2, 如 < 
L(logtL)"1(R") 或 fe LP(R") (1 <p< co), 那么 


,二 元 
雹 而 人 10%-f9 ae. ZER", 


其 中 铭记 R" 中 所 有 边 与 坐标 轴 平 行 的 矩形 . 


至 于 几何 体 取 自 多 时 ， 情 况 更 差 . 甚至 存在 有 界 函 数 有 及 RE Wo, 当 
忌 一 (z1,72) 时 , 几乎 无 处 存在 


而 下 foly1, y2)dy1 dy2 一 fo(z1, £2). 
其 原因 在 于 , 对 于 1 < p < co, 相应 于 多 的 强 极 大 算 子 


1 
My f(z1, x2) = Sup 两 人 reuaalan ao 
2 


R3(z1,722) 


甚至 不 是 (p,p) 型 算 子 . 


$1.2.3 ” 算 子 族 的 收敛 性 在 遍历 理论 中 的 应 用 * 


在 上 面 应 用 算 子 族 的 点 态 收敛 获得 了 Lebesgue 微分 定理 . 本 节 我 们 将 应 用 
算 子 族 收敛 性 导出 几 个 重要 的 遍历 定理 . 先 给 出 下 面 算 子 族 {T} 收敛 性 的 一 个 
结果 , 它 可 看 作 是 定理 1.2.8 的 扩充 . 


"本 书 中 ，f < L(logt+L)*(X) 表示 fl(logH jl)a < 三 (X)， 其 中 : 对 于 t > 0, logtt = 
max{logt, 0}. 
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定理 1.2.15 ( 算 子 族 的 收敛 性 ) 设 {Te}(e > 0) 是 将 IP?(R")(1 < p< co) 

映 入 R* 上 的 可 测 函 数 空间 的 线性 算 子 族 . 如 果 

(i) 对 所 有 的 1 < p < oo, 极 大 算 子 T* 是 弱 (p,p) 型 算 子 ; 

(ii) 存在 茶 个 g, 1 < q < co, 以 及 Lx(R") 的 某 稠密 子 集 D, 使 得 对 任 一 
9 ED, lim7s9(z) ae 存在 且 有 限 , 那么 下 面 的 结论 成 立 : 

(a) 对 1<p<o,7T* 是 (p,p) 型 算 子 ; 

(b) 对 V1<p<o0 及 fe LI?(R"), lim Tef (x) ae. 存在 且 有 限 ; 

(0) 对 V1<p<o0 及 f eI?(R"), limllTef -Tfllp =0, 这 里 算 子 族 的 
极限 了 由 (b) 所 确定 ; 

(d) 工 是 (p,p) 型 (1 <p < co) 及 弱 (1,1) 型 的 . 

证 明 首先 对 1<p<o, 取 p < po < co. 那么 由 条 件 T* 是 弱 (1,1) 型 及 
弱 (po,po) 型 算 子 , 应 用 Marcinkiewicz 算 子 内 插 定 理 ( 见 定理 1.4.2) 即 知 了 是 
(p,p) 型 算 子 . 

如 p= 和, 由 定理 1.2.8 当 e 一 0 时 Tf(z) 的 极限 a.e. 存在 且 有 限 , 记 其 为 
Tf(z), 那么 此 时 结论 (b) 成 立 . 如 p 关 gq, 注意 到 Di = L3(R")NL?(R") 是 IL?(R") 
的 稠密 子 集 . 再 次 应 用 定理 1.2.8 的 结论 知 , 对 任意 的 L?(R") (1 < p < co) 结论 
(b) 成 立 . 由 结论 (b), 对 任意 的 fe L?(R") (1 <p< co) 有 


[Tef(z)— Tr) — 0 (一 0)， ae. 7. (1.2.26) 
注意 到 
Tf(z) — THF) < (2T* fz), ae. 7. (1.2.27) 
由 (1.2.26) 和 (1.2.27), 并 运用 结论 (a) 及 Lebesgue 控制 收敛 定理 可 得 (c). 
最 后 , 对 fe LP(R") (1 < p<o0), 有 


(TF) < T* f(y), a.e. 2. 


由 7* 的 弱 (1,1) 有 界 性 及 (p,p) 有 界 性 (结论 (a)) 知 结论 (d) 成 立 . 口 
[ 注 1.2. 和 | 由 定理 1.4.1 知 ,如 果 极 大 算 子 T* 是 弱 (1,1) 型 和 (co,co) 型 算 
子 且 满足 条 件 ( 边 , 那么 定理 1.2.15 全 部 结论 仍然 成 立 . 


[ 注 1.2.5] 从 定理 1.2.8 和 定理 1.2.15 的 证 明 可 以 看 出 ， 如 在 条 件 (ii) 中 将 
“一 0” 改 为 “ee 一 00”, 那么 定理 1.2.15 全 部 结论 仍然 成 立 (相应 地 ， 结论 (b) 
和 (c) 中 ce > 0” 应 改 为 cf 一 00” ) . 
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设 ( 怀 , 到,J) 是 一 个 测度 空间 ，{oi jter 是 六 一 的 变换 族 ， 且 满足 如 下 
条 件 ; 
(1) {ozjter 是 一 个 群 , 即 : 对 任意 的 t,seE 民 及 ZEX 


OttsT = 0t(0s7), ao7 = 2; 


(2) {other 是 等 可 测 的 , 即 : 对 任意 的 Be 多 及 te 民 , 集 oiEB = {ow : 
rE€EE}eH, 有 Hu(nE)= (DP); 
(3) 对 和 上 任 一 可 测 函 数 f,f(ozz) 是 X x 民 上 关于 (zx,t) 的 可 测 函数 . 
例如 , 取 义 = 民 , 4 为 Lebesgue 测度 , oi 为 恨 中 的 平移 算 子 元 , 那么 {or her 
满足 上 面条 件 . 


命题 1.2.16 ({ot} 的 等 可 积 性 ) 对 X 上 任 一 可 积 函 数 f/, 有 
(a) 对 VteR， 人 (erzjdu(o) = 人 Ha)dnulzji 
(b) 对 VEe 多 ， 下 fovzjdu(z) = / f(a)dpla) 


证 明 关于 结论 (a)， 由 于 简单 函数 类 在 L(X,y) 中 稠密 ， 因 此 只 需 考虑 
f = Xs 的 情形 , 其 中 Ee 多 且 J(E) < co. 由 于 对 te 到，Xs(atz) = X。,s(7)， 
因此 由 (2) 得 


/xs(onarte) = [xe Wanl®) = 10s) = (5) = 人 xi 
X Xx ; X 
类 似 地 可 证 明 结论 (b) 0 


引 理 1.2.17 设 fe 三 (XI 那么 对 ae x E XX, f(t) = f(oiz) 在 每 个 有 
限 区 间 上 关于 上 是 可 积 函 数 . 此 外 


F(x) = | 上 f(t 二 


证 明 不 妨 设 f > 0. 由 条 件 (3) 知 f(o:zx) 是 关于 (zx,t) 的 非 负 可 测 函 数 , 因 
此 P(z) a.e. 有 定义 . 进一步 , 由 命题 1.2.16(a)， 


/Paa 四 = 人 /romaaa 
= [ /enanlod 


=-/ 人 aa) 


=7|fli < co. 
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因此 F(x) < oo a.e. 口 


这 样 对 f € Li(X,p) 及 满足 条 件 (1)~(3) 的 {fozjteg, 如 下 定义 的 算 子 族 
{Tr}r>o0 是 有 意义 的 : 


Tf (x) = :[ f (or)dt, EXHr>0. 


称 其 为 遍历 算 子 族 . 遍历 算 子 族 {T.}.>o 的 极 大 算 子 定义 为 
71™ f(z) = suplTrf (2)|. 
7r>0 
例如 , 取 基 二 民 , 1/ 为 Lebesgue 测度 , ct 为 及 中 的 平移 算 子 7, 那么 对 可 积 函 


数 记 a 
TAO = | fe -bd 


且 T*f(x) < MHz, 这 里 M 为 Hardy-Littlewood 极 大 算 子 . 
引 理 1.2.18 对 9g :惟一 及 及 常数 wa > 0, 记 g( 中 (t) = g(t)x(0,a)(t). 那么 对 
feELi(X,n) 及 0<r,s < NN, 有 
(Tf)s(s) = (Lr fl2N))(s), (1.2.28) 
其 中 , Lrg(s) = + /s+" g(t)dt. 对 固定 的 ze X, fo(s) = f(0s7). 
证 明 注意 到 当 0<t<r 时, 0<t+s<2N. 因此 
(he 国 = (Room = 5 | fer(osn)et 
0 
二 :/ f (oisz)dt = = 人 frlt + s)at 
-75h MMet dt= (fm)G 


定理 1.2.19 (遍历 算 子 族 的 收敛 性 ) 设 { 全 }v>o 是 遍历 算 子 族 ,， 那么 
(a) 对 1<p < oo, T* 是 (p,p) 型 算 子 ; 
(b) 对 V1<p<o% 及 fe I?(X,n),， lim Trf(z) ae 存在 且 有 限 ; 
(0) 对 V1 <p<o0 及 fe?(X,p), lim rf -THllp =0, 这 里 算 子 族 的 
极限 了 由 (b) 所 确定 ; 
(d) 了 是 (p,p) 型 (1 <p < o0) 及 弱 (1,1) 型 的 . 
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证 明 由 [ 注 1.2.4 和 [ 注 1.2.5] 知 , 为 获得 结论 (a)~(d), 只 需 说 明 以 下 两 个 
事实 : 

(A) 算 子 族 { 荆 }+>o 的 极 大 算 子 T* 是 弱 (1,1) 型 和 (co, co) 型 的 ; 

(B) 存在 2(X,p) 的 稠密 子 集 D, 使 得 对 任 一 ge D， 


im Twg(z) ae， 存 在 且 有 限 . 
先 说 明 (A). 由 T* 的 定义 即 知 T* 是 (co, co) 型 算 子 , 且 |T*|(oo0,wo) <1. 下 
面 说 明 7T* 是 弱 (1,1) 型 的 .对 N > 0, 令 
TSf(z) = sup TH(z)| 
0O<r<N 
那么 对 Vz EX TNf 1 7T*f(N 一 co). 由 命题 1.2.6(c) 知 和 ry(a) T 和 ry(a). 


这 里 
No) =:p({r EX: lg(2)| >a}), a>0 


为 9g 在 (X,y) 中 的 分 布 函数 ,因此 只 需 说 明 : 存在 常数 C > 0 使 得 对 任意 的 
aN>0 有 


zs < 二 人 aa (1.2.29) 
记 Xx(7) 为 集 {x €E XX :T%f(z) > al 的 特征 函数 , 那么 (1.2.29) 可 写 为 
/xvanlo) < len (1.2.30) 


令 Xz(s) = X(osz). 则 对 任意 固定 的 ze X, 令 xz(s) 是 集 {s : Tif(0s2z) > a} 
的 特征 函数 . 记 ge 
Maf(s) = sup = | (sat 
0<r<N7 Jo 


那么 Myf(s) 1 Mf(s), 这 里 M 为 Hardy-Littlewood 极 大 算 子 . 由 (1.2.28), 对 
于 0<s<N, 
(Thf)s(s) < MN (F525))(s) < M(F62N))(s). 


记 集 合 {s : M(f4)(s) > o] 的 特征 函数 为 加 (5), 那么 
N oo 
[ </ pz (s)ds = AMx(rfem)(o0)- 
由 M 是 弱 (1,1) 型 算 子 , 得 到 


N A A fce A 2N 
上 gals)ds < le = = 1 f(s)lds = = / |fa(s)lds. (1.2.31) 


er 
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因 (1.2.31) 对 任意 的 ze XX 成立 , 故 


N 4 2N 
[(h sta)any <E fh Wasante) 
应 用 Fubini 定理 及 命题 1.2.16 得 到 
[xoanle) < Ef Wolanke) 


此 即 为 (1.2.30) 式 ( 取 C=24). 
下 面 说 明 (B) 成 立 . 我 们 考虑 L2(X, 1) 中 两 类 函数 : 


P={¢€L(X,): borr) = (7) ae. rz EX, vt eR)}, 


0= {ve rn: aye XN NL 
及 seE 了 使 得 w(z) = ~Y(7) 一 co 
如 $eP 及 7 >0, 有 


T.$(7) = 人 0(atZ)dt = :/ gzZ)dt = 9(2). 


因此 
Jim, TG() = $(o), Vb ep 
且 亦 有 


Jim Trw(z)=0, vyedQ. 
事实 上 , 写 w(z) = ?7(z) 一 7Y(cs72), 并 取 C > yl|w, 那么 对 >" > 0 
Twn) = 3 Qn) -owsn) et 
= gd 一 tf tt s)dt 
-ud 
= nat mda 


这 样 |T.w(z)| < 2Cs/r. 因此 im Tp(7z) = 0. 
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现 记 
D= {ge D(Xp): g=$+Y, gePHY EQ}. 


由 上 面 的 讨论 , 余下 仅 需 说 明 D 在 L2(X, 1) 中 稠密 . 先 说 明 P = Q+. 容易 看 出 
PC Qt. 反 之, 设 he Qt 有 目 {hr} CL2(X,n) 凡 LX(X,n) 使 得 ||hx 一 hlls 一 0. 
对 任意 的 se 下, 令 几 = hx 一 hxs, 这 里 pxs(z) = hxr(osx), 因此 we 8 是 当 
一 oo 时 


0 = (h, hs — hs) = , hzj[ 天 加 二 天 (DJdn 人 ao) 
X 
一， | hzjEGJ 二 OoDJJdu(c) 
= (h,h—h,). 
因此 
| = hsl|2 = (h, h) CC (hs, hs) 十 (h,h 和 hs) > (hs, h— hs) = —(hs,h Ss h,). 
注意 到 
(hosh— hs) = {hlosn) Rts) = Rae))an(o) 
D> 
人 hzJC on) — hea))dn(z) 
= (hh sh)=0. 


因此 对 任意 的 s, lh 一 hs|l。 = 0. 从 而 对 于 每 个 s, hs = h a.e. 成 立 . 故 PD Qt. 
这 样 PP 是 2(X,n) 中 的 闭 子 空间 ， 从 而 22(X,A = P @ P+. 因此 对 任 一 fe 
LL2(X, 1), 存在 唯一 的 ge P 及 hePt, 使 得 f=g+h. 由 于 Pt+=(Q+)+, 故 


(h,n) = 0， 对 任意 的 me Q-. (1.2.32) 
(1.2.32) 表明 , 或 者 he @, 或 者 h 是 8 中 的 点 列 的 极限 . 这 样 D 在 L2(X,y) 
中 稠密 ， 从 而 完成 了 定理 1.2.19 的 证 明 . 口 


[ 注 1.2.6] 定理 1.2.19 的 结论 (b) 相应 于 Birkho 任 Khinchin 点 态 遍 历 定理 ， 
定理 1.2.19 的 结论 (c) 相应 于 von Neumann 平均 遍历 定理 ; 定理 1.2.19 的 结论 
(d) 相应 于 Wiener 控制 遍历 定理 . 有 关 遍 历 理论 的 深入 讨论 亦 可 见 [21]. 
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$1.3 ” 恒 等 逼 近 


$1.3.1 恒 等 逼 近 算 子 的 收敛 


定义 1.3.1 设 v 在 R" 上 可 测 . 对 ve > 0, 记 we(z) = 吉 p(s)， 若 对 
于 f€ ILI?(R")(1 < p < 00), 当 。 一 0 时 , 在 一 定 意义 下 ( 依 范 数 或 点 态 ) 有 
f* pe(z) 一 > f， 则 称 y 为 L?(R") 上 的 恒 等 台 近 核 . 算 子 了 : f 一 f 4 pe 称 为 
恒 等 副 近 算 子 ( 当 < 一 0). 


定理 1.3.1 设 peL(R") 有 是 fh, p(x)dr =a. 如 fe Lr(R"),1l1<p< oo， 
或 fe Co(R") C L%(R"), 那么 


lim |(f # pe) — aflls =0. (1.3.1) 


证 明 易 见 
上 pe)jdz= 人 2(Z)dz = a. (1.3.2) 
了 Rn R" 


对 于 1<p<o%, 运 用 Minkowski 不 等 式 ， 
1/p 
exe) -oflo< ( 人 Me 四- f(a ) [pCOlat. 
由 f 的 LP 积分 连续 性 以 及 Lebesgue 控制 收敛 定理 得 


1/p 
ml rp) ofl < im( flee) spas) Iolat=0 

如 果 fe Co(R"), 那么 仍 有 
li (fx oo) -of (a) < { img fle ed) -f(alle( dla =0 0 

Re 

如 果 a = 1, 那么 定理 1.3.1 给 出 了 恒 等 肖 近 算 子 按 LP 范 数 收敛 的 充分 性 

条 件 . 下 面 我 们 讨论 恒 等 台 过 算 子 在 点 春意 义 下 的 收敛 性 问题 
定理 1.3.2 设 p eR"), 令 Vs) = sup |p()|, 对 e > 0, 令 pe(2) = 


ltl>|zl 


去 9P(2). 如 weLI(R") 且 fe LP(R"),1<p<o, 那 么 在 f 的 Lebesgue 点 xz 处 


bmg(f pe)(o) = F(0) ol)ar, 
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证 明 由 积分 绝对 连续 性 及 w 的 可 积 性 , 当 7 一 0 及 r 一 00 时, 均 有 
md —1) rwpo(r) 雪 人 Wo(s)s" Tadz/ as 


二 [ V(r)dz 一 0. 
7r/2<|z|<r 


(1.3.3) 表明 , 当 7 一 0 及 了 一 oo 时 , 均 有 ?wo(r) 一 0. 这样, 存在 4 > 0, 使 得 
对 一 切 0 < < co 有 ?wolr) < 4. 任 取 f 的 Lebesgue 点 z, 由 定理 1.2.9, 对 
V6 > 0, 存在 7 > 0, 使 得 当 0 <7 系 7 时 


工人 lt -fldt<s. (1.3.49) 
人 Jltl<r 


令 g(s) = fn_i|f(z 一 st) 一 f(z)ldt’ 及 G(r) = ,s" 1g(s)ds. 那么 (1.3.4) 式 等 
价 于 : 当 0<r<n 时 


BD [ 上 fl — st) — fo)lat elds = / fe = f(t < or", 
现任 取 s > 0, 记 a= ,we(z)dz. 由 (1.3.2) 有 
roo) -of <| /We fale 
|t|<n 


(1.3.3) 


+|/ ee) -reel 
:二 呈 十 了]. 
先 估计 五 . 因为 G() < bm" 且 mme-"yo(2) < 4, 有 
1 t 
UC 
=/ fst) -fle "WolS)ar eds 
7 S 
a 上 s” 9g(s)e "wo(=)ds 
0 


7 3 
— G(s)e- ~/ Gaale "wolE)) 


n/e 
< jy"e-"yo(-) G(es)e "dyo(s) 


/E 
入 64 一 [ l (es)"e "dwo(s) 
0 


< s(4 可 1 wayols) ), 
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注意 到 当 s 一 0 及 s 一 oo 时 , 均 有 s"wo(s) 一 0, 应 用 Lebesgue-Stieltjes 积分 的 
分 部 积分 法 ， 

-aged 过- 人 vod 
这 里 (以 及 下 面 ) wi 为 了 "中 单位 球面 S"-:! 的 面积 , 故 wn_1 = mun. 这 样 , 存 


在 常数 B (与 少 有 关 ) 使 得 五 入 5B. 
关于 2. 令 xn(7) 为 {2 :|zx| 的 特征 函数 , 则 
J» < 一 站 pe 人 人 s(t)adt 
2 he )Iwe() 国人 


| + 让 
由 的 可 积 性 知 , 当 = 一 0 时 


|xn * Welli = We(Z)az = / pz)dr 一 0. 
|tl>n |tl2n/e 
另 一 方面 ， 
; 1/p’ 
bo :ulz=( /cajra) 
| 纪 77 
// 1/p’ 
人 
| 寺 辫 97 
< | 人 | ell? . 
当 e 一 0 时 


|xn: Velloo = sup Ve(z) = sup e "wy(z/e)=7 "(Wn/e)" yn/e) 一 0. 
|z|>7 Z|>7 


lz| 
这 样 
lim |(f * pe)(7) — af (2)| < 6B". 
再 由 5 > 0 的 任意 性 , 知 定理 结论 成 立 . 口 
[ 注 1.3.1] (a) 如 果 族 , wp(z)dz = 1, 那么 定理 1.3.2 给 出 了 恒 等 融 近 算 子 在 
点 态 意义 下 收敛 的 充分 性 条 件 . 


(b) 由 上 面 五 和 J 的 估计 过 程 可 知 , 在 定理 的 条 件 下 ,如 zo 为 的 
Lebesgue 点 , 那么 


lim | |f(zo—t)— f(zo)llpy (tat =0. 
y—0 /Rn 
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(c) 如 对 任意 的 2,y E R", 当 |z| = |y| 时 , 有 (7z) = w(y), 则 称 少 为 径 向 
函数 . 定理 1.3.2 中 定义 的 函数 纱 也 称 为 p 的 递减 径 向 控制 函数 . 


81.3.2 “Poisson 积分 和 Gauss-Weierstrass 积分 
现在 介绍 两 个 非常 重要 的 恒 等 通 近 算 子 : Poisson 积分 和 Gauss-Weierstrass 
1 
定义 1.3.2 称 P(x) = nT Fr) 7 
W(x) = e—"lzl? 为 Gauss-Weierstrass 核 . 
对 E> 0, 习惯 上 也 称 PP (Z) = mT 为 Poisson 核 ; 
W/(z,e€) =: Wgrz(7) = (4re)-"/2e-l?l /4 为 Gauss-Weierstrass 核 . 
命题 1.3.3 对 Ve >0, 均 有 
人 已 (Z)dz S| W(xz,e)dr = 1. (1.3.5) 
及 m Rn 


证 明 通过 变量 替换 可 以 将 (1.3.5) 的 证 明 归结 为 e = 1 的 情形 . 而 由 概率 积 


分 知 
/ Wi!(z, 1)dz = (到 /| ed) =1. 


另 一 方面 , 注意 到 二 = fi 半 0 订 为 了 "+1 中 单位 球面 S" 面积 wn 的 一 半 , 因此 
只 需 验证 


5 1 2 
为 Poisson 核 ,其 中 on = ZL/ 


gr ER 
人 (1 + |z|2)(®+D/2 9 
即 可 . 而 


人 (1 十 EC = 人 由 CT 


一 wm 一 1 [ ‘ Ee yt 
A fs n"*-10d0 (一 tan0) 
0 
= wn/2. 


这 里 最 后 等 式 成 立 是 因为 wn_1sin"-19 是 用 超 平面 zr, = cosb 去 截 S" 得 到 的 
半径 为 sin9 的 球面 面积 , 而 Sm 的 上 半 部 分 的 面积 恰好 是 wn -isin" 0 关于 0 
从 0 到 素 的 积分 . 口 
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定义 1.3.3 对 于 je Zz(R") (1 < p 和 用 oo) 及 <s > 0, 分 别称 
ve 昌 = (f*P)0) = {10P(e -ba 
及 
Swe) = [FW oe) = {FOW(e be) 
为 f 的 Poisson 积分 和 Gauss-Weierstrass 积分 . 


由 命题 1.3.3 并 运用 定理 1.1.2, 定理 1.3.1, 定理 1.3.2 即 可 得 下 面 Poisson 积 
分 及 Gauss-Weierstrass 积分 的 重要 性 质 : 


推论 1.3.4 设 je Ir?(R") (1 < p< o00), 则 了 的 Poisson 积分 4 和 Gauss- 
Weierstrass 积分 5S 满足 如 下 性 质 : 
(a) 对 VEe>0,u(s), S(.,e) EE Lr(R"), 有 8 


ul, lly < ffl, SC.,e)lly < flly; 
(b) 对 1<p<o, 


lm ws 一 Fl = lim ls(,e) — f()l, =0; 


e—0 
(c) 对 1<p<go, 在 ff 的 Lebesgue 点 zx 处 


lim u(x,e) = f(z) = lim S(z,e). 


如 果 加 强 f 的 条 件 , 那么 推论 1.3.4(c) 对 p = oo 有 如 下 结论 : 


推论 1.3.5 设 fe L%(R"). 那么 
(a) 如 果 fe C(R?")mZc(R?"), 则 当 = 一 0 时 , u(x,e) 在 R" 的 任 一 紧 集 症 
中 一 致 收敛 于 f(x); 
(b) 如 果 还 有 je Co(R") C L%(R"), 则 当 e 一 0 时 , u(x,e) 在 R" 上 一 臻 
收敛 于 f(z); 
(c) 如 果 fe L%(R"), 当 es 一 0,u(z,s) 弱 * 收敛 于 太 
证 明 (a) 因 了 在 了 "上 连续 , 由 推论 1.3.4(c) 知 lim u(x,E) = f(x) 在 R” 
上 处 处 成 立 . 设 下 为 R" 的 任 一 紧 集 , 则 f 在 上 一 致 连续 . 即 对 任意 的 6 > 0， 
存在 mn > 0, 使 得 对 Y ze, 当 |t<m 时 ， 


[f(z—t)— f(z)| < 6/2. (1.3.6) 
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另 一 方面 , 存在 加 > 0, 使 得 当 0<s < 时 , 有 


at 


60/2. 1.3.7 
ym lr < 6/ C0 


2||fllw :ene 


因此 由 (1.3.6) 和 (1.3.7)， 
eo) Fo0 < fN(e -0 IP Gd 
</ fe- -foRt 
上 < 
+ hee-) for 


at 
<6/2 二 2| 川 。 | 


一 -一 < 
tlzm | 


因此 当 ce 一 0 时 ,wv 在 上 一 致 收敛 于 了. 

(b) 因 f € Co(R"), 从 而 f 在 R" 上 一 致 连续 . 所 以 对 任意 的 5 > 0, 存在 
7 > 0, 使 得 对 Vz eR", 当 |t| < 时 , (1.3.6) 式 仍 成 立 . 由 (a) 的 证 明 过 程 知 当 
E 五 0 时 ,wv 在 民 * 上 一 致 收敛 于 了. 

(c) Vp EL', 记 vw(z,e) = P+* yp(z), 则 


u(x,E)P(T) dz = 人 P(rz—tf(t)dtp(r)dr = 人 v(t,e)f (tdt. 
因此 由 推论 1.3.4(b) 
| [OL 
Rn Rn 
< / jolt, 6) — p(ONF (Dat 


< lflwllv(,e) 一 2 有 一 0 人 一 由 


口 


Hardy-Littlewood 极 大 算 子 M 在 分 析 中 是 极其 重要 的 , 其 重要 性 不 仅 体现 
于 M 在 Lebesgue 微分 定理 证 明 中 所 起 的 关键 作用 , 而 且 M 可 以 点 态 地 控制 分 
析 中 如 Poisson 积分 等 一 些 非常 重要 的 积分 算 子 . 在 给 出 上 述 结论 之 前 , 先 给 出 
径 向 极 大 函数 的 定义 . 称 


要 一 . 及 Xx (0, co) 一 {(z,y) 二 (Z1;2Z2)，…， , Tn; Y) € 了 "+ 59 > 0} 
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为 Rt" 的 上 半空 间 . 
定义 1.3.4 对 开 f 上 的 可 测 函 数 己 , 其 径 向 极 大 函数 研 定义 为 : 


Fri(x)= sup|F(z,y)|, vzeR". 
y>0 


定理 1.3.6 设 ” 的 递减 径 向 控制 函数 % e L(R"). 则 存在 常数 Cn, 使 得 
对 任意 的 /Fe ZP(R?") (1 <p<%) 及 zx ER" 


sup [fx er)(z)| < Caliy ll MF). (1.3.8) 


特别 地 , 对 任 一 fe L?(R") (1 < p < oo), 其 Poisson 积分 和 Gauss-Weierstrass 
积分 5 的 径 向 极 大 函数 wi 和 54 均 被 Mf 点 态 控制 . 即 : 对 Vz e Rn 
ui(z) SOCn MI(z) 且 S$+(z) & C% Mf(z). (1.3.9) 
证 明 由 递减 径 向 控制 函数 的 定义 ( 见 [ 注 1.3.1]), w(z) = a Ip()|. 因此 
对 任意 的 7 > 0, |(f* pr)(z)| < (|f|* wr)(z). 这 样 仅 需 证 明 对 > e R” 
sup(|f|* br)(®) < Cnllyl Mf(z). (1.3.10) 


由 于 函数 少 是 径 向 且 递 减 , 故 
ok 


Ww 一 本 用 %(> =)sn- Iie = 一 计 1 %(=)s" -1ds 


2k—1 


有 Le 1 (1.3.11) 


2 27 一 
之 Wn_1 > VW 


大 一 一 co 


现 回 到 (1.3.10) 的 证 明 . 对 任意 的 z e R" 运用 (1.3.11) 有 


t 
* Wrj\T rn 加 a 
(fl wr)() = 3g bane fe OWE) 
Fe es |f(z — tlat 


号 ok 和 on(k—1) 
< Cn Mf(z) 2 $F) 


大 一 一 co 


Nr 


< Cnwniillyll MF(z). 
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现 依次 取 wp = 4 为 Poisson 核 和 Gauss-Weierstrass 核 , 那么 由 (1.3.5) 和 (1.3.8) 

知 (1.3.9) 成 立 . 口 
在 一 定 条 件 下 , 对 于 Poisson 积分 的 径 向 极 大 函数 u* ，(1.3.9) 是 可 道 的 . 


定理 1.3.7 存在 常数 Cn, 使 得 对 任意 的 f € L?(R") (1 < p < oo), / > 0， 
及 ZE 了 Rn" 
Mf(z) & Cnu’ (7Z). (1.3.12) 


证 明 任意 取 定 > > 0, 则 


7 
sap u(r, s) 之 U(X,7) = “f jz 一 ee + |t|2) ("+72 dt 


ee jz 一 Da 


7T™ Jalsr 


由 7 > 0 的 任意 性 即 知 (1.3.12) 成 立 . 口 
下 面 将 进一步 说 明 , 极 大 算 子 M 还 能 点 态 地 控制 Poisson 积分 的 非 切 向 极 
大 函数 . 
定义 1.3.5 对 zeR" 及 a>0, 称 
Fa(z) = {(t,y) €E RY?t! :|t—z| < aay} 
为 R?+ 中 以 (z,0) 为 顶点 , a 为 锥 度 的 锥 . 简 记 Fi(z) 为 T(z). 对 Rt! 上 的 可 
测 函 数 及 a > 0, 其 非 切 向 极 大 函数 形 。 定义 为 : 


Fya(7)= sup IF ， VzeR”. 
(ty) ET a lz) 


定义 1.3.6 设 万 为 定义 在 Ri+ 上 的 可 测 函 数 . 如 对 Ya > 0， 
lim F(x,y) = 


(2,y)ETa (x20) 
(z,y) 一 (z0,0) 


则 称 五 在 zo e RR"* 处 有 非 切 向 极限 4. 
定理 1.3.8 设 feL?r(R") (1 < p< o00), VU 为 f 的 Poisson 积分 . 那么 
(a) f 的 Poisson 积分 的 非 切 向 极 大 函数 被 f 的 Hardy-Littlewood 极 大 函 
数 点 态 控制 . 即 : 对 Va > 0， 


uy,a(7) & da M f(z), rz €R". (1.3.13) 
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(b) 在 8 的 Lebesgue 点 zo 处 ,u 存在 非 切 向 极限 f(zo). 即 对 Ya >0 


es ji ， u(x,y) = jzo)， (1.3.14) 
(2,y)— (20,0) 


因此 , f 的 Poisson 积分 的 非 切 向 极限 在 R* 上 几乎 处 处 存在 . 
证 明 (a) 对 任意 的 a > 0 及 (zx,y) € Toa(zo)， 


Izo— 丰 < (lzo —z|+ lz —t)? < (ay + lz—t)? < 2[(oy)? + lz th]. 
如 记 da = (max{f1+ 2a2,2})o+0/2 那么 
P,(z —t) < daP,(zo —t). (1.3.15) 
这 样 由 (1.3.15) 和 (1.3.9) 


sup |u(z,y)| < da sup 人 |f (0)|B, (zo —t)dt < da Mf (zo0). 
(x,y)ETa (x0) y>0 ./ Rn 
(b) 由 [ 注 1.3.1(b)], 如 oy 的 最 小 径 向 控制 we L1(R"), 那么 在 f 的 Lebesgue 
点 Xo 处 ， 有 
lm {100) ~ fleo)llev (ro ~ lat =0. (1.3.16) 


现 取 yp, 为 Poisson 核 已 , 由 (1.3.15) 和 (1.3.16) 


Ce lu(z,9) — f(zo)| < ce 人 1 — f(zo)|P,(z — t)dt 


(zy)— (x0 (zy) 一 (z 


< do ji ay (~ feo)lPy(zo — tdt = 


故 (1.3.14) 成 立 . 口 


由 (1.3.13), 对 1< p< oo 和 任意 的 a > 0, ZP(R") 函数 Poisson 积分 的 非 切 
向 极 大 函数 在 R* 上 是 几乎 处 处 有 限 的 . 下 面 的 结论 是 定理 1.3.7, 定理 1.3.8(a) 
和 定理 1.2.5, 定理 1.2.7 的 直接 结果 


推论 1.3.9 设 1<p<o 及 a >0. 如 视 L?(R") 函数 Poisson 积分 的 径 
向 极 大 函数 ww 和 非 切 向 极 大 函数 wu% 。 为 作用 于 L?(R") 上 的 算 子 , 那么 ww 和 
uya 均 是 (p,p) 型 (1 <p < co) 和 弱 (1,1) 型 的 . 
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31.4” 算 子 内 插 定理 


81.4.1 ”Marcinkiewicz 算 子 内 插 定理 


回顾 在 Hardy-Littlewood 极 大 算 子 M 为 (p,p) 型 算 子 (定理 1.2.7) 的 证 明 
中 , 仅 运 用 了 M 是 次 线性 的 , 弱 (1,1) 型 以 及 (oo, co) 型 算 子 , 并 没有 用 到 M 的 
其 他 性 质 . 因此 运用 证 明 (1.2.15) 的 思想 , 可 以 得 到 下 面 一 般 性 的 结论 : 


定理 1.4.1 设 了 为 次 线性 算 子 . 如 果 了 既是 弱 (1,1) 型 的 , 又 是 (co, co) 型 
算 子 , 那么 对 1 <p < co, 了 是 (p,p) 型 算 子 . 


定理 1.4.1 是 下 面 定理 的 特殊 情形 . 


定理 1.4.2 (Marcinkiewicz 算 子 内 播 定理) 设 了 为 次 线性 算 子 . 如 对 于 
1 < p; < gq; <& 00 (7 = 0,1), go 关 qi, 了 为 弱 (p;,q;) 型 的 (= 0,1), 那么 对 
tc(0,1) 且 


了 也 是 (p,9) 型 的 , 且 
1， q) < CIT co q1)’ 


其 中 ， 常数 C 仅 与 po, d0,D1, 91 及 t 有 关 . 
定理 1.4.2 的 证 明 本 质 上 与 (1.2.15) 的 证 明 思想 是 相同 的 , 这 里 略 去 其 证 明 . 


81.4.2 ”Riesz-Tharin 算 子 内 插 定理 


定理 1.4.3 (Riesz-Tharin 算 子 内 插 定理 ) 设 工 为 线性 算 子 且 对 于 1 < 
pig 00 (j= 二 0,1), 工 为 (py,q;) 型 的 (7 = 0,1). 那么 对 te (0,1) 且 
1 1-t t 1 1-t t 
a 十 一 ， Pe 一 ， 
p po 21 dq qo dl 
了 也 是 (2,9) 型 的 , 且 


上， q) < IT sad leona 
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为 证 定理 1.4.3, 先 证 明 一 个 引 理 . 
引 理 1.4.4 (Phragmen-Lindelaf 三 线 定理 ) 记 
S={z=7+iyEC: 0<z<1,vyeR)}. 
如 复 值 函数 FF 在 闭 包 S 上 连续 有 界 , 在 5 内 解析 , 且 F 满足 
IE) < Ko, IF(I+iy)| < Ki, Vy eR, 
则 对 vz+iyes, |F(z +iy)| < KE?K?. 
证 明 不 妨 设 Ko, Ki 均 为 正 数 . 记 G(z) = F(z)K6 'Ki“, 那么 只 和 需 说 明 , 若 
G 在 S 上 连续 有 界 , 在 9 内 解析 , 且 对 Vy eR, 有 |G(iy)| <1 及 |G(1+iy)| <1. 


则 
IG(z + ivy)| < 1, Vr+iy€sS. (1.4.1) 


首先 说 明 (1.4.1) 在 下 面条 件 下 成 立 : 


lim max{|G(z +iy)|: ze[0H} = 0. (1.4.2) 


|y| 一 oo 


事实 上 , 此 时 存在 yo > 0, 使 得 
当 z e [0,1], ly| > yo 时 |G(z +iy)| < 1. (1.4.3) 


这 样 在 以 iyo, 1 二 iyo, 1 一 iyo，-iyo 为 顶点 的 矩形 Q 的 边界 8 上 有 |G(z)| < 1. 
由 此 并 运用 解析 函数 最 大 模 原 理 可 知 ,对 ze G, |G(z)| < 1. 再 结合 (1.4.3) 便 
知 (1.4.1) 成 立 . 对 于 一 般 情 形 , 只 人 须 将 上 述 的 结果 应 用 于 函数 


z Ce ORE 
上 , 便 得 Vz Ee S， |Gm(z)| < 1. 再 令 mm 一 co, 就 得 到 (1.4.1) 式 . 口 


给 出 证 明 . 其 他 情形 的 证 明 是 类 似 的. 首先 证 明定 理 的 结论 对 简单 函数 成 立 . 记 


1 1 1 1 
二 bi; = — 7 = 0, 1); 及 Q = —， B= -; 
a ( ) 2 gq 


Q(z)= (1—z)ao+za, bP(z) = (1-2)B0+ zB1. 


Qy 


那么 
Qo)=0, BN)=B; (j=0,1); alt)=a, b(t)=8. 
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简 记 |Tily,) = 所，i=0,1; C = 人 于. 因此 需 证 明 
vfeD, TA < Clfll;, 


其 中 DD 为 一 切 可 积 简单 函数 的 全 体 . 由 Lx(R") 中 范 数 的 表达 式 , 为 证 上 式 , 仅 
需 说 明 


/. T(f)(wjg(w) dul < C，vYVf,geD 满足 ||fll, = llgllw =1. (1.4.4) 


定义 
fe(u) = ime {| f(D/ glu) = is 9lg(w)l PO) 


及 
F(z) = 上 TW)ga(w) du 


注意 到 fi(w) = f(w) 且 gu) = g(w), 因此 (1.4.4) 式 等 价 于 
BE 和 C，VYjo9eDD 满 足 |fllp = llglly = 1 (1.4.5) 
由 f,geD, 可 写 = jille™s Xe 及 g= pildrlei™s rxp .因此 


F(z) 3 > ley|® /eldr| 62)/(1 -pb) eiarg (cydx) T(xXs, )(WXs, (wdu. 
j,k % 


故 F(z) 在 5 内 解析 且 在 5 上 有 界 连续 . 由 引 理 1.4.4, 为 证 (1.4.5) 式 , 只 须 验 证 
IF(ig)| < ko 及 IFGL+ 动 | < A 
事实 上 , 由 a(iy) = ao 十 动 (aa 一 a0) 及 1- Bliy) = (1 一 BC) 一 六 (Bi 一 Bo) 可 知 
fy (Wl = |ei™s FF) /ep = f(s -oem = | fC)?, 
以 及 |giy(w)|% = |g(w)|*. 于是, 由 了 为 (po, qo) 型 及 Hilder 不 等 式 得 
[FGiy)| < IT fivlao lgivllo, < kollfivllpollgillas = kollf le/r° lg, = ko. 


同 理 可 知 |F(1 十 iy)| < 有 .从 而 (1.4.5) 成 立 . 这 样 对 简单 函数 证 明了 定理 的 结 
论 . 现 考虑 一 般 的 Z2 函数 f. 不 妨 认为 po < p1. 定义 


一 ={zeR": |f(z)|>1}, f=fxs 及 fi = fx.. 
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显然 , f= 有 9 十 f1, 且 foeLmenLr, fieLrinLr. 取 gm € D, me N, 使 得 
lim llgm — fllp =0; gm = gmXs: 
同时 取 hm, e D, me N, 使 得 
lim hm 一 fils =0; hrm = hmXse, hnf! >0. 
由 
gm — flo < [BP /eg — op; Mm ~ fol < (Mm — Plo) 
及 工 的 (po, qo), (p1,91) 有 界 性 得 
dim, (IT(gm 一 lo + NT(hm — Fla ) =0， 
于 是 , {gm} 含有 子 列 {9m,}, 满足 
对 于 几乎 每 个 ze R"， Jim |T(gm,)(z) —T(f")(z)| =0. 
同样 地 , 在 {hm,} 中 含有 子 列 , 记 之 为 {hx}, 满足 
对 于 几乎 每 个 ze 了"， lim |T(hx)(z) —T(f1)(z)| = 0 
现 记 fs = gs + hs, 由 7 了 的 线性 性 质 ， 
对 于 几乎 每 个 ze Re， lim Ir(jafo) -T(D(o)| =0 
同时 , 显然 有 
dm fs — fl = am (le — fol + ow — fp)? =0. 
从 而 lim If = 上 iflla. 根据 假定 ， 
IT(fi)lla < Clifrlp, keN. 
那么 , 由 Fatou 定理 得 到 
[TD < lm TU) < lim Clfielle = Chl 0 

[ 注 1.4.1] 定理 1.4.2 和 定理 1.4.3 的 结论 是 不 可 比较 的 . 一 方面 , 定理 1.4.2 

中 人 为 次 线性 算 子 并 且 在 端点 仅 要 求 工 的 弱 有 界 性 ,而 定理 1.4.3 中 了 为 线性 


算 子 (对 次 线性 算 子 也 成 立 , 见 下 面 定理 1.4.5) 但 要 求 工 在 端点 的 强 有 界 性 . 另 
一 方面 , 定理 1.4.2 中 有 p; < gj 的 限制 , 而 定理 1.4.3 则 无 此 限制 . 
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§1.4.3” 算 子 内 插 定理 的 几 个 常用 推广 * 


这 里 介绍 几 个 常用 的 算 子 内 插 定理 的 推广 ，1956 年 ，A. Calder6n 和 A. 
Zygmund 运用 Phragmen-Lindelsf 三 线 定理 ( 引 理 1.4.4) 和 次 调和 函数 的 性 质 
将 Riesz-Thirin 算 子 内 插 定理 中 “7 为 线性 算 子 ” 的 条 件 减 弱 为 了 为 次 线性 算 
子 . 他 们 得 到 下 面 的 结论 : 


定理 1.4.5 设 了 为 次 线性 算 子 有 对 于 1 < pj,gq; < 00 (7 ==0,1), 了 为 (p;, gq;) 
型 的 (7 = 0,1). 那么 对 te (0,1) 且 
l 1-t t 1 1-t tt 


p po pi d d0 gd1 
了 也 是 (p,g) 型 的 , 且 


》 


[Tlie,0) < [reso | Gasany 


在 1958 年 , E. M. Stein 和 G. Weiss 将 定理 1.4.5 推广 至 加 权 的 情形 . 


定理 1.4.6 (Stein-Weiss 交 测 度 算 子 内 插 定 理 ) 设 了 为 次 线性 算 子 , wo,wvo， 
u1,v1 是 正 值 权 函 数 , 1 < po, pi, qo, q1 < co, 且 po 关 p1,go 关 qi1. 如 工 满足 


[Tflpowo 和 Collfllaowe 及 MTF < Cilfllp 


其 中 llgllr,w = ( fh lg(z)|"w(z)dz) Y7 记 加 权 空 间 L"7(R",wdz) 上 的 范 数 . 那么 


对 te (0,1) 及 
_1i-t tt 1 1-t + 


1 
p po p11 gq go qi 


》 


有 
上 ju < Cl， 


这 里 w= wd/Pponpt/p! ee va t/at/ a 有 OgOl ot. 
下 面 结 果 表 明 , Marcinkiewicz 算 子 内 插 定 理 和 Riesz-Tharin 算 子 内 插 定 理 
条 件 中 的 端点 空间 的 有 界 性 可 以 减弱 . 


定理 1.4.7 设 了 为 次 线性 算 子 . 如 果 了 为 弱 (po,po) (1 < po < co) 型 的 , 且 
是 H1(R") 到 弱 ZI(R") 有 界 的 , 那么 对 于 1 <p < po, 卫 为 (p,p) 型 算 子 . 


定理 1.4.8 设 了 为 线性 算 子 . 如 果 了 为 (po,po) (1 < po < co) 型 算 子 , 且 
是 L%(R") 到 BMO(R") 有 界 的 , 那么 对 于 po < p < co, 了 为 (p,p) 型 算 子 . 
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[ 注 1.4.2] 定理 1.4.7 中 及 1(R") 为 R* 上 的 实 Hardy 空间 . 五 1(R") 和 定理 
1.4.8 中 所 提 到 的 BMO(R") 空间 的 定义 可 见 第 五 章 中 85.2.4. 


习题 一 
1. 证 明 命题 1.1.3 的 结论 . 
2. 设 
= es Iz| < 1, 
.ss { 0， lz| > 1 


证 明 : we C%(R"). 
. 证 明 命题 1.2.1 的 结论 
. 证 明 : 对 任意 的 fe L1(R"), 只 要 |fli > 0, 必定 Mf 1(R"). 
. 设 e >0 且 fe LP(R)(1<p< oo0). 算 子 了 定义 为 


Tf(z) = / f(y) i 


z—y|>1 |z 一 yte 


ce 


> 


| 


证 明 : 了 为 弱 (1,1) 型 和 (p,p) 型 算 子 (1 < p < co). 
6. 设 
_ f sini, zz0, 
A { 0, 2 一 0. 
证 明 : z = 0 不 是 的 Lebesgue 点 . | 


. 证 明 : 如 下 定义 的 强 极 大 算 子 Ms 为 (p,p) (1 <p 和 co) 型 的 . 


= 


Me1erm= sup Tm lvldy dy 


R3(z1,72) 


其 中 多 = {R?* 上 所 有 边 与 坐标 轴 平 行 的 矩形 }. 


第 二 章 FouURIER 变换 


82.1 Fourier 变换 的 三 理论 


82.1.1 Fourier 变换 的 基本 性 质 
定义 2.1.1 设 feLi(R"). 对 VzeR", 称 
yO —27iz.t 
/四 = | fee 
为 f 的 Fourier 变换 . 


定理 2.1.1 Fourier 变换 有 如 下 基本 性 质 : 
(a) Fourier 变换 是 L1(R") 到 L%(R") 有 界线 性 算 子 ; 
(b) 如 fe LI(R"), 那么 了 在 了 ”上 一 致 连续 ; 
(c) (Riemann-Lebesgue 引 理 ) 如 fe L1(R"), 那么 f € Co(R"). 
证 明 (a) 显然 成 立 . 关于 (b), 对 Vz ER" 及 he RR", 应 用 Lebesgue 控制 
收敛 定理 


fe th) fo < {WOON ~ tl 
< 人 [GO2sin(rp | 性 一 0 (一 0 
注意 到 上 面 最 后 的 表达 式 已 与 无关 . 现 考虑 (oj 由 结论 (bj, 只 需 证 明 


lim f(z)=0. 


|z| 一 oo 


记 了 = [a1, b1] xX [a2, b2] xX...Xx [an, bn 为 R” 中 的 区 间 . 那么 


bi bn , 
Xi (7) a / e 一 27tz1 刀 dl 。。。 / € 2"Tizntn gt,. 
al a 


当 |z| 一 co 时 , 至 少 存在 1 < j < n, 使 得 |z;| 一 co. 简单 计算 可 知 


lim Xi(z)=0. 


lz| 一 oo 
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进而 可 知 , 结论 (c) 对 Rn 中 的 简单 函数 仍然 成 立 . 现 考虑 一 般 的 L1(R") 函数 
f. 由 于 简单 函数 的 全 体 在 L1(R") 中 稠密 , 因此 对 ve > 0, 存在 简单 函数 9 使 得 
|f 一 gi < e/2, 且 对 充分 大 的 |z|, |9(z)| < e/2. 因此 对 充分 大 的 |z|, 由 结论 (a) 
我 们 有 
fo) < Iflz) — 9(2)| + [9(z)) 
=|(F -D+ IO7)| < Nf — gl + ld(z)| <e. 


口 


下 面 给 出 一 个 Co(R) 函数 不 是 L1(R) 函数 Fourier 变换 的 例子 , 它 表 明定 理 
2.1.1 中 结论 (c) 的 逆 是 不 成 立 的 . 首先 说 明 一 个 事实 : 如 fe L1(R) 且 六 为 奇 函 


数 , 则 极限 , 
lim / {Wa 


e 
N—o0vE 


存在 且 有 限 . 事实 上 , 因 f 为 奇数 , 故 
fl0 =3 | fe 一 cord 
= 人 f(z) sin(2rzt)dz 
=i 上 f(—z) sin(2rzt)dz. 


因此 有 
2f(t) si sca) — if(z)|sin(2rzt)dz. 

令 

F(z) = 
那么 

下 [ou 十 三 7 (ra sin(2rat)ds ) dt 

= 上 F a( | 0 ta do, 

注意 到 


27Nz _， 

t 

" i (2 — 0, N 一 oo)， 
27ex t 2 
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由 上 式 及 Lebesgue 控制 收敛 定理 得 
lim A LO 加 3 | F(a)ar < oo0. 
及 


NT Je 2 
现 取 , 
一 一 ， rz>e, 
logz 
g(7) 二 Ze 一 人 < C9 < 6, 
SE J TZ<—e 
log( 一 Z) 


那么 ge Co(R) 且 9 为 奇 函数 . 由 于 


N 和 
so = lim log(log N) = co， 


lim 一- 一 
N 一 oo /tlogt NN 


和 一 oo 


因此 由 上 述 事 实 可 知 9 不 是 任何 L1(R) 函数 Fourier 变换 . 
[ 注 2.1.1] 容易 证 明 , 集 天 ={p: p=f 且 feLi(R")} 是 Co(R") 的 笛 
密 子 空间 . 
定理 2.1.2 ( 卷 积 及 平移 与 Fourier 变换 的 关系 ) 如 f,g e L1(R"), 那么 
(a) (f * gj(z) = f(x) .5(z); 
(b) 设 heR", 平 移 7 定义 为 7%f (7z) = f(z 一 hh), Ze" 那么 
(mmf) (2)=e "ietf(r) 且 omf(z) = (ez ~(z); 
证 明 上 略 . 口 


定理 2.1.3 (线性 变换 与 Fourier 变换 的 关系 ) 设 fe L1(R"), 那么 
(a) 设 了 为 可 道 线性 变换 . 仍 用 了 记 其 矩阵 , T! 为 其 转 置 矩阵 , det(T) 为 
T 的 行列 式 . 那么 T(z) = |det(T)|-!1f(T-tz); 
(b) 对 a 关 0 和 可 测 函 数 f, 伸缩 变换 加 定义 为 : maf(z) = jaz). 那么 
maf (2) = Bema fe); 
(c) L'(R") 上 Fourier 变换 与 正 交 变换 可 交换 ; 
(d) Li(R") 中 径 向 函数 的 Fourier 变换 仍 为 径 向 函数 . 
证 明 (a) 只 需 注意 到 , 对 任意 的 ze R” 


上 f(T(y)e "rydy = |det(T)|-! / f (ue-2"ieT vdu 
了 Rn 


= |det(T)|-! 上 flu)e-2riT egy. 
Rn 


40 第 二 章 FoURIER 变换 


(b) 对 任意 的 ze R", 令 Tz = (az1,az2,… ,azn) 并 运用 结论 (a) 即 可 . 

(c) 对 了 ”上任 一 正 交 变换 O, 均 有 |det(O)| = 1 且 0-! = Ot. 由 (a) 知 结 
论 (c) 成 立 . 

(d) 因 f 为 径 向 函数 当 且 仅 当 对 R" 中 任 一 旋转 p 及 ze R", f (px) = f(z). 
由 结论 (c) 便 可 得 . 口 


下 面 我 们 将 考虑 Fourier 变换 与 微分 的 关系 . 先 引 进 按 L? 范 数 可 导 的 概念 


sn, (f |- 
hx—0 n 


二 一 gz) 
则 说 f 按 L? 范 数 关于 zk 可 导 , 且 9 称 为 f 按 L? 范 数 关于 zk 的 偏 导 数 . 显然 ， 
如 果 了 按 L? 范 数 关于 zk 可 导 , 那么 在 a.e. 意义 下 , 其 按 L? 范 数 关于 zx 的 偏 
导数 是 唯一 的 . 
定理 2.1.4 (微分 与 Fourier ee 设 了 E Li(R”). 
(a) 如 mkj < 1(R"). 那么 训 存在 , 且 就 (z) = (2ritsf()) (2z); 
(b) 如 9g 为 了 按 Li 范 数 关 于 zx 的 偏 导数 . 那么 g(z) = 2rizsf(z). 特别 
地 ,如 果 feLi(R") 且 就 e py 那么 (就)~(z) = 2rizpf(z). 
证 明 (a) 设 h=(0,… ,0,hx,0.…,0). 对 Vz €R", 


p 1/p 
do) = 0, (2.1.1) 


二 [Fe+ 月 -Fo] = 庆 [raf lz) — f(z)] 


hx 
e—27i()h 11 
-| 一 有 可 (z) (2.1.2) 
2 h__ 
-70 rit 
由 于 27it:h 
CT |2zrt :hl 
A = 27| 姑 |， 
hx | |hxl ia| 


及 (2.1.2) 并 运用 Lebesgue 控制 收敛 定理 得 


_ 1 fl(z+h)— f(z) 
2 (0) = lim ee 


hrx—*0 
= | f(t)e "rt(—2rnite)dt 
i 
= (— 2ritsf()) (2). 
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(b) 首先 注意 到 


-|(oo- Di -10) 6 
1 oferty 


9(7) 一 -f(a) 


(2.1.3) 


因为 g 为 f 按 L! 范 数 关于 zx 的 偏 导数 , 由 (2.1.1) 和 (2.1.3) 


e2rizh _ 1. f(t+h)— f(t 
人 < 3 ee oa 
de | < se, [0-0 


这 样 ， 


f(z) = go 
即 有 9(z) = 2rizpf(z). 如 果 存在 且 贡 e L1, 则 如 也 是 f 按 L! 范 数 关 
于 zx 的 偏 导数 . 此 时 便 有 (就 ) (zx) = 2rizpf(z). 口 


[ 注 2.1.2] 设 meN, P(r) = 2 lalgm aaz2 为 m 次 nn 元 多 项 式 . 由 定理 2.1.4 
即 可 推出 如 下 结论 : 


lim 
hk 


P(D)f(z) = (P(-27it)f(0)) (2), 
(P(D)A’(z) = P(2riz)f(z), 


这 里 假定 f(t) e L1(R"), P(D) = 证 algmaaDe 且 上 面 等 式 两 边 都 是 有 意义 的 . 
下 面 的 结论 是 常用 的 ,其 证 明 应 用 Fubini 定理 即 可 . 
命题 2.1.5 (乘法 公式 ) 如 f,g € Li(R"), 那么 


人 Joejiz= { fo)9(n)ar (2.1.4) 
Rn Rn 


在 本 段 的 最 后 ,我 们 给 出 Fourier 变换 一 个 非常 重要 的 特性 : 

定理 2.1.6 不 存在 L1(R") 中 函数 f, 使 得 | jl > 0 且 suppf 和 suppf 同 
时 为 紧 集 . 

证 明 用 反 证 法 . 设 fe L1(R), 满足 flli > 0 且 suppf 和 suppf 均 为 紧 集 . 
那么 对 C 平面 中 的 点 z =z 十 iy, 令 


F(z)= F(x+iy) = / ~ 0-2rietiy) f(t)at. 
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由 /具有 紧 支 集 可 知 忆 为 C 中 的 非 零 整 函数 , 另 一 方面 , 由 于 suppy 为 紧 集 ， 
因此 下 必然 在 实 轴 的 一 个 正 测度 子 集 上 为 零 . 但 此 与 非 零 整 函数 的 零点 孤立 性 
相 巴 盾 . 口 


82.1.2 Fourier 积分 的 平均 与 Fourier 变换 的 反 演 


由 前 面 的 讨论 知道 ，L1(R") 函数 f 的 Fourier 变换 了 总 存在 . 一 个 日 然 的 
问题 是 , 对 于 王权 ") 函数 f, 下 面 的 表达 式 


f(x) = 人 fl)errietat (2.1.5) 


是 否 成 立 ? 此 即 Fourier 变换 的 反 演 问题 . 先 看 一 个 例子 . 令 
e 一 2rt 上 0， 


10={ 6 t < 0， 


那么 je LI(R) 且 f(z) = 款 5. 此 例 表 明 ，L1(R") 函数 的 Fourier 变换 可 
能 在 及 ”上 不 可 积 . 或 者 说 (2.1.5) 式 的 右边 甚至 可 能 不 存在 . 因此 一 个 首要 问 
题 是 : L1(R") 函数 f 应 满足 什么 条 件 , 使 得 (2.1.5) 式 的 右边 在 a.e. 意义 下 存 
在 ? 对 L'(R") 函数 f, 称 (2.1.5) 式 右边 的 形式 积分 为 f 的 Fourier 积分 . 在 这 一 
节 我 们 将 运用 恒 等 副 近 算 子 的 收敛 性 来 研究 L1(R") 函数 Fourier 积分 的 求 和 问 
题 , 进而 解决 L1(R") 函数 Fourier 变换 的 反 演 问 题 . 


定义 2.1.2 设 BeCo(R") 且 B(0)=1. 对 e>0, 称 
Me s(h) = 上 h(x)B(er)dzr 
Rn 


为 积分 勾 。 h(z)dz 的 更 平均 或 更 求 和 . 


下 面 结果 表明 , 如 果 更 满足 一 定 的 条 件 ,那么 的 Fourier 积分 的 更 平 均 
是 f 的 卷 积 


定理 2.1.7 如 f,®BeLi(R") 且 olz) = @(z). 那么 对 WE 0， 
上 Flz)ezriet 画 (ezjdz = 上 CS ed a (2.1.6) 
Rn Rn 


这 里 5(z) = g(x) 称 为 9 的 反射 . 
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证 明 应 用 乘法 公式 (2.1.4), 定理 2.1.2(b) 及 定理 2.1.3(b) 有 
上 f(x)e2"™i?tB (er)dr = f(z) [e2ri()tB(e.)] (2)dz 
R"? 及 m 
= 人 yan5cjola 
=- 人 yere-ban 
R7™ 


由 (2.1.6), 并 运用 定理 1.3.1 和 定理 1.3.2 即 有 下 面 的 
推论 2.1.8 设 f,BeLi(R"), p=@eLi(R") 有 fh p(z)dz=1. 则 
(a) f 的 Fourier 积分 的 下 平均 在 L! 范 数 意义 下 收敛 到 f. 即 : 


及 nm 


E 一 (0 


(b) 如 果 y 的 递减 径 向 控制 函数 区 e L1(R"), 那么 的 Fourier 积分 的 鲁 
平均 在 a.e. 意义 下 收敛 到 f. 即 : 


一 0; 
1 


lim 
E 一 0 


人 f(x)es™i*tB(er)dz 一 710 =0 ae. teR". 
R”™ 


现 给 出 f 的 Fourier 积分 B 平均 的 两 个 重要 的 特例 : f 的 Fourier 积分 的 
Abel 平均 及 Gauss 平均 , 它们 分 别 联 系 着 Poisson 积分 和 Gauss-Weierstrass 积 
分 . 先 给 出 一 个 命题 . ， 


命题 2.1.9 设 s>0, 那 么 
(a) (es ) (z) = W(z, e); 
(b) (e-2"ell) (2) 一 mT = > (7). 


证 明 (a) 只 需 验 证 (e-"l1) (z) = e-"ls1. 而 此 问题 可 归结 为 一 维 的 情形 . 
易 知 f(z) = e-"* 是 微分 方程 


w+2rru=0, v0)=1 
的 特 解 . 然而 六 也 满足 上 面 的 方程 . 事实 上 ， 
(f)'(z) = (—27itf(t) (7) = (if)^(z) = i2rizf(z) = -2rzf (2). 
因此 ，( 廊 ' + 2rzj = 0. 又 
f(0) = 上 f(t)dt = , e-"™idt=1. 
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这 样 , 由 方程 解 的 唯一 性 知 f= f. 
(b) 只 需 考 虑 = = 1 的 情形 . 设 $(x) = e-2rlzl, 下 证 $(z) = P(z). 需 用 到 恒 
等 式 


= 世人 i 和 du, 
恒等式 (2.1.7) 可 由 对 函数 p(z) = 二 zei? 在 复 平面 上 以 原点 为 中 心 , R(R > 1) 
为 半径 的 上 半圆 周 上 做 围 道 积分 并 运用 留 数 定理 而 得 到 . 于 是 , 由 (2.1.7) 及 结 
论 (a)， 


teR. . (2.1.7) 


gz) 二 / e—27|y|o—2riz.y dy 
Rn 


1 er 全 
有 7 du Tizy 
人 {到 0 VE 4 


< 1 er —r? Ly —2NXix: 
-| ee 

1 eu x 一 号 wlgl2 

1 1 2 es 
a 3 e “ds 
= P(z). 
口 

现 分 别 取 B(z) = e-l*| 及 B(z) = er-le| ， 其 相应 的 更 平均 分 别称 为 f 的 
Fourier 积分 的 Abel 平均 及 Gauss 平均 . 由 命题 2.1.9 及 (2.1.5) 知 , 它们 实际 上 
分 别 为 f 的 Poisson 积分 和 Gauss-Weierstrass 积分 . 


定理 2.1.10 如 fe Li(R"), 那么 f 的 Fourier 积分 的 Abel 平均 与 Gauss 
平均 分 别 是 f 的 Poisson 积分 和 Gauss-Weierstrass 积分 . 即 对 Ve > 0， 


/ jz)e2rizte-2relzldz — f(z)P(x —t)dr = u(t,e) (2.1.8) 
Rn Rn 


上 jz)e2mizte-4r clz gr = / f(x)W(z —t,e)dzr = S(t,e). (2.1.9) 
R"™ 及 


作为 定理 2.1.10, 定理 1.3.1 和 定理 1.3.2 的 直接 结果 可 以 得 到 L1 函数 的 
Fourier 积分 的 Abel 平均 与 Gauss 平均 在 L1 范 数 及 几乎 处 处 意义 下 的 收敛 人 性. 
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推论 2.1.11 如 fe LI(R"), 那么 j 的 Fourier 积分 的 Abel 平均 与 Gauss 
平均 在 L! 范 数 及 几乎 处 处 意义 下 均 收敛 到 f. 


下 面 我 们 讨论 , 在 什么 条 件 下 Li(R") 函数 f 的 Fourier 积分 a.e. 等 于 f? 
即 所 谓 Fourier 变换 的 反 演 问题 . 


定理 2.1.12 如 果 f,f e L1(R"), 那么 
fo)=/ fom, ae veR", 
R”™ 


特别 地 , 上 式 在 f 的 Lebesgue 点 处 成 立 . 
证 明 由 推论 2.1.11 知 对 a.e. x € R",， lim S(zx,e) = f(z). 田 一 方面 ， 
由 (2.1.9) 


lim S(z,e) = lim 上 fermiete -ereltl qt, 
因 fe IL1(R"), 由 Lebesgue 控制 收敛 定理 得 
jz) = lim 3S(z,e) = ) 。 天 的 Er lim e-4r eltt dt = . f(t)e2"i?tqt. iO 
[ 注 2.1.3] 如 果 f,f Ee Li(R") 且 连续, 则 定理 2.1.12 的 结论 处 处 成 立 . 
[ 注 2.1.4 由 于 (e-2rci ~(z) = 已 (z), 由 [ 注 2.1.3] 知 


3 P(t)e2"™ie'tqt 
Rr 
处 处 成 立 . 令 z 一 0, 则 有 人 已 的 性 一 1 同时 ， 由 于 
R”? E 
el | Poca / P.(—t)e 2"irtaqt, 
R? R? 


因此 得 到 PP()(z) = e-2rell 


定理 2.1.13 设 fe Li(R"). 如 果 f(z) > 0, 且 了 在 z= 0 处 连续 , 那么 
fe L1(R"). 由 此 得 


f(z) = 人 jz)e2riztdz ae. rER". 


符 别 地 ，/ f(z)dz = f(0) 
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证 明 首先 , 由 乘法 公式 (2.1.4) 和 推论 1.3.4(c) 并 注意 到 f 在 x = 0 处 连续 ， 
有 


lim 上 。 f(t)e-?"eltlgt = lim 上 FO P(t — 0)dt = limu(0,s) = f(0). 
因 f(z) > 0, 由 Fatou 引 理 
fF = 。 F —27elt| 。 站 一 2re| 引 7 — 
上 7 上 lig fl)e -eat < lim 上 Fleat = f(0). 
由 此 , f € Li(R"). 口 


定理 2.1.14 (万 函数 Fourier 变换 的 唯一 性 ) 如 果 及, f2 € Li(R"), 且 对 
vz ER",fi(z) = 户 ( 站 .那么 f(z) = 户 (z)，ae. ze R". 
证 明 令 f= 有 一. 那么 f(z) = 访 (z) 一 到 (z) = 0. 因此 , 由 定理 2.1.12 


jz) = 上 je2riztdt = 0, ae. TER". 
R7 


从 而 f(x) = fo(z), ae. 7 ER". 口 


[ 注 2.1.5] 本 节 讨 论 了 三 函数 f 的 Fourier 积分 更 平均 的 两 个 重要 的 特例 ， 
即 f 的 Fourier 积分 的 Abel 平均 及 Gauss 平均 . Fourier 积分 更 平均 的 另 一 个 
重要 例子 是 Fourier 积分 的 Bochner-Riesz 平均 . 对 Qa > 0, 令 


(1— |z))®, Iz| < 1, 


Sa | 0， [Bl 


取 。 二 元 ,那么 称 
BEN) = {fOr Fd 


为 f 的 Fourier 积分 的 a 阶 Bochner-Riesz 平均 . 可 以 证 明 , 如 a > (有 一 1)/2 且 
f EL'(R"), 那么 当 尽 一 co 时 ，B&(f) 在 Li 范 数 和 几乎 处 处 意义 下 均 收 敛 至 
f. 此 外 , 对 1<p<oo 也 有 相同 结果 . 有 关 Bochner-Riesz 平均 的 深入 讨论 可 
见 [9]. 
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82.2 ”Fourier 变换 的 2 理论 


82.2.1 ”Plancherel 定理 


定理 2.2.1 如 fe Li(R") 站 2(R"), 那么 fe LI?(R"), 且 fz = fl 
证 明 对 je LL(R") 站 2(R"), 令 g(x) = f(-7x), 则 9g € Li(R") NN IL2(R"), 
且 $= 另 一 方面 ,如 记 h= fx*g, 则 由 定理 1.1.2 和 定理 2.1.2, he Li(R"), 且 


ilz) = f(z) .5(z) = f(z): f(z) = |f(2) >0. (2.2.1) 
下 说 明 刀 在 及 ”上 一 致 连续 . 事实 上 , 对 Vz eR" 及 5eRn， 
het no) = | {sets doda— /ye- g(a 
< | fet5-0 -fs -ol 


< walf)(6) lol =>0 6 一 0)， 


1/2 
2 ( [lft - f(ae) 称 为 f 的 积分 连续 模 . 由 
|ul<é6 R" 
(2.2.1) 和 定理 2.1.12 


B= 人 HP- {Ras = (0) 
= / f(t)g(-t)dt = 上 fat = If. 
Rn R” 


口 


现 可 以 在 L?(R") 中 定义 Fourier 变换 . 注意 到 L1(R") 门 L2(R") 在 L?2(R") 
中 稠密 , VY g e 2(R"), 取 {94} C LI(R") 门 [2(R") 使 得 {gr} 依 [2 范 数 收敛 到 
0. 由 定理 2.2.1， 


9x — ;|2 = ||(g9r ~ 9;) lz = llgx — 9;l2- 


这 样 {94} 为 [2(R") 中 的 基本 列 , 从 而 {级 } 在 L?(R") 中 存在 极限 5. 即 | 各 一 
Sl 一 0 (k — 00). 

现 说 明 对 Vge 2(R"), 5 在 几乎 处 处 意义 下 是 唯一 的 . 设 存 在 {gx}, {hx} c 
LR") 人意 (R") 使 得 当 一 co 时 , lg 一 gl 一 0 且 Ih 一 gllz 一 0, 分别 记 
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{ 尔 } 和 {hx} 在 L2(R") 中 的 极限 为 和 六 则 


6k — hxllz = ||(g9 — hx) 2 = llgk — hxlle 
< llgr — gll2 + lh —gll2 —0 (一 co)， 


因此 
5—hls < 15— gell2 + i hrlla+ lr — hl 0 (k= co). 
这 样 , 对 Vge LI2(R"), 令 9(z) = 5(z), 由 定理 2.2.1 得 到 


18ls = ,lim lgsl = lim llgxrll2 = llgllz. (2.2.2) 


k—o0 
至 此 , 我 们 定义 了 2(R") 中 函数 的 Fourier 变换 . 由 前 面 的 讨论 可 知 , L?(R") 中 
函数 f 的 Fourier 变换 与 基本 列 的 选取 无 关 , 因此 对 fe L2(R"), 通常 如 下 选取 
基本 列 是 方便 的 : 
f(z), |z| < &, 
J | 0， i keN. 
定义 2.2.1 设 了 是 Hilbert 空间 XX 到 自身 的 有 界线 性 算 子 . TT 称 为 X 上 
的 酉 算 子 , 如 了 满足 : 
(a) |Z2zl = |zll, vzeX; 
(b) 2%(T) =X, 
这 里 上 -| 为 X 中 内 积 所 诱导 的 范 数 旦 多 (T) 记 代 的 值 域 . 


定理 2.2.2 (Plancherel 定理 ) Fourier 变换 是 2(R") 上 的 西 算 子 . 

证 明 为 方便 , 记 Fourier 变换 为 多 . (2.2.2) 表明 , 多 是 [2(R") 上 的 等 距 
算 子 . 因此 只 需 验证 罗 ( 多 ) = L?(R"). 令 互 = @(F) = {从 :ge LI2(R")}. 显然 
是 LA(R") 的 子 空间 , 且 已 是 L?(R") 的 闭 子 空间 . 事实 上 ,Vv { 庆 } c 五 且 
| 上 闫 一 外 2 一 0 (k 一 o0). 这 里 ge LI2(R"). 由 于 


| fm fnll2 a | (fm > fn) ll2 二 fm fnlle 一 0 (m,n oo)， 


从 而 {fx} 为 2(R") 中 的 基本 列 . 记 其 到 极限 为 fo. 从 而 名 是 {所} 的 极限 . 
这 样 g(z) = fo(z) ae., 因此 ge EE. 如 果 马 是 [2(R") 的 闭 真子 空间 , 由 Hilbert 
空间 的 正 交 分 解 定理 , 那么 存在 ge [2(R")\ 巨 使 得 |lg|l2 关 0 且 对 vfe 巨 有 
(f,9) = 0. 由 乘法 公式 ( 见 下 面 的 推论 2.2.3), 对 Vv fe L2(R") 


/ f(s)(z)dz = 1/ rr 
R"™ R? 
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所 以 


les = [Ba = sup | 站 apmdz| =0. 


此 与 jlglls 和 0 矛盾. 故 瑟 = 口 
在 定理 2.2.2 的 证 明 中 , 我 们 对 L? 函数 运用 了 乘法 公式 , 现 给 出 它 的 证 明 . 


推论 2.2.3 对 任意 的 f,g es L?(R"), 有 
(a) (乘法 公式 ) 


foalwar = 人 Jsar (2.2.3) 
Rn Rn 
(b) (Fourier 变换 的 Parseval 等 式 ) 
I [ FO a (2.2.4) 
Rn Rn 


证 明 显然 (2.2.3) 对 于 LI(R") 门 [2(R") 中 的 函数 是 成 立 的 . 现任 取 f e 
(R") 及 ge 攻 (R") 站 2(R"), 那 么 存在 {fi} C L1(R") 门 L?(R") 使 得 dim | 大 一 
fllz = 0. 从 而 亦 有 {fi} 弱 收 敛 于 f. 因为 ge LI2(R"), 故 


人 jz)0(Z)dz = dim fr(z)9(7x) dx. 


另 一 方面 , 由 lim | 有 一 fz = 0 知 , { 肥 } 亦 弱 收 敛 于 f. 这 样 由 乘法 公式 (2.1.4) 


lm, {fella = ui 人 六 ojgojtz= 人 Fajotojd 


结合 合 上 式 得 到 
人 yoi = 厂 Food 
Rn Rn 
即 (2.2.3) 对 于 ge LR") 门 2(R") 及 fe Z2(R") 成 立 . 现 设 f,ge IL?2(R") 且 
取 {gs} c LA(R") 站 I2(R") 使 得 lim lg -gl = 0. 运用 同样 的 证 明 思想 ， 
上 人 foolzjdaz = lim 上 zjok(z)az 
= lim 人 yaxoa 
= /f(a 
R? 
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至 此 证 明了 乘法 公式 对 于 [2 函数 仍然 成 立 . 
而 2(R") 中 Fourier 变换 的 Parseval 等 式 则 可 运用 Plancherel 定理 和 下 面 
2(R") 的 极 化 恒等式 得 到 : 


(9) = (+ 及 一 一 gl 异 +f+ig 旧 -ig 用 0 


由 Plancherel 定理 知 , Fourier 变换 是 L2(R") 上 的 西 算 子 . 因此 在 L2(R") 上 
存在 Fourier 道 变 换 . 


定理 2.2.4 对 Yog e 2(R"), 令 多 -1(g)(z) = 多 (g)(--7x). 则 多 -1 为 LI2(R") 
上 Fourier 道 变 换 . 

证 明 只 需 验证 对 Y fe I2(R"), 多 -1( 有 (zx) = f(x)，a.e. ze R" 即 可 . 首 
先 任 取 f € Li(R") 门 I2(R"), 那么 对 Vge LiR") 人 LI2(R")， 


(2-1(f),g ;= Z( 有 Caj5GjJdn 
一 上 大 ， fe tdtg(z)dz 
= | Wf) 
A 
= (f,9) = (f,9). 
现 对 Vg eI2(R"), 取 {gx} C Li(R") 门 L2(R"), 使 {9r} 按 [2(R") 范 数 收敛 于 
9. 因此 
(F-1(f),9) = im (多 -1(f), gx) = ‘lim (f,9k) = (f,9). (2.2.5) 
(2.2.5) 表明 对 Vf € Li(R") 站 2(R"), -1(f)(z) = f(x), ae. ze Rn 由 
1(R") 门 2(R") 的 稠密 性 便 知 定理 的 结论 成 立 . 口 
[ 注 2.2.1] 定理 2.2.4 的 结论 等 价 于 : 对 Vf € D2(R"), 多 2j(z) = f(-z) 
a.e. 7 € R". 
推论 2.2.5 (Z2 函数 Fourier 变换 的 唯一 性 ) 设 fe L?(R"). 如 果 f(x) = 0， 
则 f(z)=0 a.e.. 
定理 2.2.6 如 je L2(R"), ge Li1(R"). 那么 (f *9)(z) = f(z) .gz) ae.. 
证 明 取 {fx} C Li(R") 门 [2(R") 使 得 im, fx 一 了 fllz = 0. 易 知 在 的 意义 
下 , (所 *9) 收敛 于 (f* 四 . 另 一 方面 ,由 ge Li(R") 有 (fk *9)(z) = f(z) .9(7) 
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且 1。 < llgji. 因此 


A 4 要 要 1/2 
fa ~ Fol = ( /Fle) ~ FP lo far) 
< lolhlf— fl 0 (ko) 


故 (大 *9)(z) = 所 (z) .9(z) 在 [2 的 意义 下 收敛 于 f(z)9(z). 由 到 极限 的 唯一 
性 知 , (f * g)(z) = jz) .5(z) a.e.. 口 


最 后 我 们 给 出 L?(R") (1 < p < 2) 中 函数 的 Fourier 变换 的 定义 和 性 质 . 

记 (L + D2)(R") = {f :f= 五 十 fo, 其 中 所 € LR"), fp € L2(R")}. 那 
么 对 Vfe (Li! +L)(R"), 了 的 Fourier 变换 定义 为 : 让 = 户 十 访 . 

当 1<p<2 时 ,对 vfeL?P(R"), 令 


je Hl 
> 人 0 f(D)| < 1 


且 妨 = ff- 有 则 所 € LR"*)， 2 € LI2(R"), 故 f € (Li 十 2)(R")， 这 样 
ZL?(R") C (DD 十 丰 )(R"). 因此 LP(R") (1 <p<2) 中 函数 的 Fourier 变换 是 有 意 
义 的 . 

定理 2.2.7 如 fe€ Li(R"),g € L?(R"), 1 < p< 2, 那么 对 ae. zeRn， 
(Ff * gj(z) = f(x) .5(z)， z 

证 明 令 有 = f*g, 那么 he Lr(R"). 因此 有 hh 的 Fourier 变换 是 有 意义 的 .分 
解 9g = gi 十 g2, 其 中 91 € 攻 (R"),g2 € L?2(R"). 这 样 ,对 a.e. x ER" 


h(z) = (f * 91)(z) + (f # 92 (7) = f(z)[(z) + (7)] = f(z)9(z). Oo 


定理 2.2.8 (Hausdor 人 Young 不 等 式 ) 设 1 < p < 2, 那么 Fourier 变换 多 
是 L?(R") 到 Lr? (R") 的 有 界线 性 算 子 , 且 还 有 fl, < | 

证 明 由 定理 2.1.1 和 Plancheral 定理 ， .多 分别 是 (1, co) 型 和 (2,2) 型 的 ， 
且 | 多 ll(,w) = 多 (2,2) = 1. 再 应 用 Riesz-Tharin 算 子 内 播 定理 知 Hausdor 任 
Young 不 等 式 成 立 . 口 


[ 注 2.2.2] 尽管 对 于 LP(R") (1 < p < 2) 中 函数 已 定义 了 其 Fourier 变换 
有, 但 当 f 4 I(R") 时 ,不 能 写 f(z) = hf(t)e-2riztqt. 
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$2.2.2 ”2(R?) 中 Fourier 变换 的 不 变 子 空间 
对 任意 的 fe 2(R?) 有 
/ f(z, vladrdy = Ff |f (rcos0,rsin0)l?d0 dr < oo. 
R? 、 0 0 
这 样 


W(7) = 三 |f(rcos0,rsin0)|2d0 < co ae r€ (0,00). (2.2.6) 


由 (2.2.6) 还 说 明 , 对 任意 的 7 > 0, f(r cos0,rsin0) 作为 9 的 函数 在 [0,27] 上 
是 平方 可 积 的 . 现 将 f(r cos 9,7sin9) 关于 0 展开 成 Fourier 级 数 , 那么 其 Fourier 
系数 为 了 的 函数 , 记 为 {fr(7)}. 即 


f(rcos0,rsin0) ~ > fr(r)eie, 


大 一 一 ce 


其 中 


27 
fr(7) = 去 上 f(r cos0,rsinO)e i*? qd0, ke Z. 
0 


这 样 , 对 几乎 所 有 的 > > 0 


27 
| 


且 由 Parseval 等 式 ， 


2 
d0—0 (n 一 co)， 


jlrcosbrsing0) 一 > fr(r)eixe 
k=—n 


ce 27 
>», |fr(r) | = 去 上 Jrcosb,rsing)lj2dag， ae. 7 > 0. (2.2.7) 
0 


天 一 一 oo 


由 (2.2.7) 并 运用 Lebesgue 单调 收敛 定理 ， 


Oo 7 1 co 27 
im, iO -去 / "/ |f(r cos0, rsinO)|2d0 dr 


2.2.8 
i (2.2.8) 
= 37 flz. 
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注意 到 {ei*%} 的 两 两 正 交 性 有 
,fe -DD fe 


= [le - 3 pe | fe,y) - > fe(r)e® | dvay 


至 J 广 的 cos0,rsin0) 一 Dn" (2.2.9) 


x 的 cos0,rsin0)— Sy ea d0 .rdr 


or] 27 n 
=2r 去 / fl cont,r sinO) ed -六 内 


—0 (n > 00). 
对 于 keZ, 记 z=re8 及 
夸 =={9e PR : g(s) = fens ae, 了 可 测 且 满 [rar < oo} 
0 


那么 有 下 面 的 结论 : 
定理 2.2.9 L?(R?) 有 如 下 的 直 和 分 解 : 
(a) LD?(R?) = DR _ ~ OS; 
(b) 每 个 5$ 在 Fourier 变换 下 不 变 . 特别 地 , (58) = 54. 
证 明 由 {ei”%} 的 两 两 正 交 性 立刻 得 出 {54} 是 两 两 正 交 的 . 
现 说 明 每 个 抬 都 是 闭 的 . 事实 上 , 任 取 点 列 {gn} C 人 外， 并 使 其 在 Z2(R2) 
中 收敛 到 900. 记 


2 
QZay 


卫 2( 了 ,rdr) = | 让 [Fr)l2rar < oo 


那么 Z2(R+， ,rdr) 按 内 积 (f,9) = > f(7)9(7)rdr 成 为 Hilbert 空间 . 由 5 的 
定义 , 对 每 个 ,不 妨 记 gn(z) = fn(m)e*9, 其 中 fe [2(Ry,rdr). 由 于 {gn} 为 
12(R?) 中 的 Cauchy 列 , 因此 { 扩 } 亦 为 [2(R4,rdr) 中 的 Cauchy 列 . 事实 上 , 对 
任意 的 m,n 


Co 27r 
lo — gnll3acms) = [ 上 [fn (re -Fr)jeikej2dbrar 
EA 
0 


= 27| fm — fnllL2cpy ,rar): 
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由 2(R+,rdr) 的 完备 性 知 , 存在 jos L?(R4,rdr) 使 得 {fn} 依 22(R rdr) 范 
数 收敛 到 fo. 故 {gn} 依 2(R?) 范 数 收敛 到 fo(r)ei*%9. 从 而 后 为 闭 子 空间 . 最 
后 由 (2.2.9) 知 , {52}% 张 成 的 线性 子 空间 的 闭 包 包含 了 L2(R?). 这 样 证 明了 
结论 (a). 

现 给 出 (b) 的 证 明 . 首先 说 明 多 (9 和 C 处 . 设 ge 85%NZLi(R?), 那么 存 
在 f(r) es L2(R+,rdr) 使 得 g(z) = f(r)ei*9 ae zeE 玉 2. 任 取 $ € (0,27), 令 
h(z) 一 g(e'*?z). 那么 


h(z) = g(ei$z) = f(r)eit($+0) ~ eikpg(z) ae. z ER?. (2.2.10) 
注意 到 Fourier 变换 与 旋转 的 可 交换 性 , 由 (2.2.10) 
Oe%é) = hlé) = (Hg)(€) = es9(é), VEéER RG El,2n. (2.2.11) 
在 (2.2.11) 中 取 &=7 得 
9(re’?) = 9(r)eits, Vv $e [0,27]. (2.2.12) 
下 面 验证 9(7) < 2(R14,rdr). 注意 到 ge L2(R?), 应 用 (2.2.11) 和 (2.2.12) 有 
“> 人 GPL 人 人 
= [ - 15(rei(b+6))|2dgdr 
-2 rl9(r)|2dr. 


这 样 ge 名. 由 于 秒 n ER2) 在 把 中 稠密 , 因此 对 任意 的 g e 从， 存在 
gn E 13 Li(R?) 使 得 {9n} 依 L? 范 数 收敛 到 g. 自然 地 , {9%} 按 [2 范 数 收敛 
至 9. 因为 {9} Cc 5 且 98 闭 , 故 96 .从 而 了 ($4) C $54. 

最 后 说 明 多 (52) = 8 对 任意 的 9 e 外 则 多 9 < 下 另 一 方面 ， 
由 Plancherel 定理 , 存在 he 72(R2) 使 h(z) = (多 -1g)(z). 而 (多 -19g)(z) = 
(Z9)(-z)eE 58. 故 he 弛 有 且 g=h. 口 


下 面 的 定理 具体 回答 了 Fourier 变换 是 如 何 作用 于 $$ 的. 为 此 我 们 先 给 出 
Bessel 函数 的 定义 . 函数 etsn# 的 Fourier 系数 .(t) 称 为 Bessel 函数 . 即 : 


[OE ; 
Jx(t) 要 去 /| eit sin Ce ik 0 有 cz. 
27 0 
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不 难 验证 ，Bessel 函数 满足 如 下 基本 性 质 ; 


大 划一 (天 EDZ. (2.2.13) 


定理 2.2.10 设 fe IR?) 且 f(z) = fo(r)ei%,，z = rei. 那么 f(w) = 
Fo(R)e'*$, 其 中 ww = Reiy， 


Fo(R) = 27 让 三 fo(7)J_x(27 Rr)rdr = 27(—i)* 是 j( 门 JR(2rRr)radr. 
0 0 
证 明 由 定理 2.2.9 知 , fe& 六 .如 记 w = Rei$, 那么 f(w) = Fo(R)eiks. 
为 计算 思 (R), 不 妨 假设 Fe 8 NDR?). 令 风 = Rei = R(1,0), 则 wz 二 
Rr(1, 0): (cos 0, sin0) = :Rr cos0. 这 样 
Oo 27 
RY)=f 10 一 一 27riRrcos0 ik d 
Fo(R)= f(Re’’) [ h(n) [ e edOrdr 
co 27 
a (Cir / n(n){ 冯 / ri rdr 
= 27(—i)* f[ fo(7) J (27 Rr)rdr. 
0 


由 (2.2.13) 式 , 即 可 得 且 (R) 的 另 一 表达 式 . 由 于 做 站 DZ(R2?) 在 5$ 中 稠密 , 通 
过 标准 的 的 方法 即 知 定理 的 结论 对 任意 的 fe 5$ 成 立 . 口 
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记 HM(R") 为 R" 上 有 限 复 值 Borel 测度 的 全 体 . 对 jE NM(R"), jul|y = 
J law(z)| 称 为 全 变 差 范 数 , 那么 .NN 在 此 范 数 下 成 为 Banach 空间 . 由 Riesz 
表示 定理 , 在 同 构 的 意义 下 , N(R") 是 Co(R") 的 对 偶 空间 ( 见 [42]): 


Ve 上 f(z)aptz), feCoR"), pe AR"). (2.3.) 
定义 2.3.1 设 4EM(R") 且 fe LP(R")(1<p< oo0), 则 了 与 4 的 卷 积 定 


` 义 为 
(f * 1)(7) = f(z—t)du(t), ae. rz ER". 
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例 2.3.1 设 aeERn, 如 下 定义 在 a 点 的 Dirac 测度 60: 


1, 如 ae 互 ， 


5 加 = 0， ”如 age 已 


当 a=0 时 ,人 简 记 为 6. 对 fe LP?(R") (1 < p< o00), 那么 f 与 Dirac 测度 6 的 
卷 积 为 
国人 / Ce Nn nk fo (2.3.2) 
本 


特别 地 , (f * 6)(z) = f(z). 
应 用 Fubini 定理 可 得 下 面 关 于 测度 与 Z2 函数 的 卷 积 的 结论 . 


定理 2.3.1 设 u EAM(R") 有 Lf eI?(R")(l < p< 00), 那么 fxn € L?(R"), 


且 
|f* nly 和 1. 
定义 2.3.2 设 1E.NM(R"), 那么 测度 1/ 的 Poisson-Stieltjies 积分 定义 为 : 
und) = (Brno) = 人 Re-banb， e>u 
Rn 
其 中 已 (z) 为 Poisson 核 . 


下 面 给 出 j 的 Poisson-Stieltjies 积分 的 几 个 性 质 . 


定理 2.3.2 设 hE .N(R"), 那么 
(a) 对 任意 的 => 0, 1P x* ph < alg 
(b) 当 e 一 0 时 , 4 的 Poisson-Stieltjies 积分 u(x,e) 弱 * 收敛 于 . 
证 明 结论 (a) 是 命题 1.3.3 和 定理 2.3.1 的 直接 结果 . 而 结论 (b) 则 可 由 
HM(R") = (Co(R"))* 及 推论 1.3.5(b) 得 到 . 口 


[ 注 2.3.1] 类 似 地 , 可 定义 测度 的 Gauss-Stieltjies 积分 , 并 可 得 相间 结果. 
现 给 出 测度 的 Fourier-Stieltjies 变换 的 定义 . 
定义 2.3.3 对 hE.NM(R"), 的 Fourier-Stieltjies 变换 定义 为 : 


h(z) = e-2"iztan(t), vz eR". 
及 7? 
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鲍 2.3.2 Dirac 测度 bu 的 Fourier-Stieltjies 变换 为 : 
bz) = 上 e-2riztdiu(b 一 e-2rizo， YreR”. (2.3.3) 
了 及 m 


特别 地 , 6 = 1. 
关于 测度 的 Fourier-Stieltjies 变换 有 下 面 的 基本 性 质 , 其 证 明 是 简单 的 . 


”定理 2.3.3 设 1E.NM(R"), 则 的 Fourier-Stieltjies 变换 六 满足: 
(a) bl < ul .ge; 
(b) h(z) 在 了 ”上 一 致 连续 . 
[ 注 2.3.2] Riemann-Lebesgue 引 理 (定理 2.1.1(c)) 对 .NM(R") 中 测度 不 再 成 
开 . 例 2.3.2 即 可 说 明 这 一 事实 . 
定理 2.3.4 设 1,ve WM(R") 且 f erI?(R")(l < p<2). 
(a) (HM(R") 中 的 乘法 公式 ) 腿 。A(z)dz(z) = fa D(z)dn(z); 
(b) (测度 卷 积 的 Fourier 变换 ) (了 * 内 (z) = f(z)h(z); 
(c) (Fourier-Stieltjies 变换 的 Parseval 等 式 ) 如 f,feLi(R") 且 ff 在 R" 
上 连续 , 那么 
人 ya = f Fae (2.3.4) 
R? ER? 


人 Fana) = | f(at. (2.3.5) 
R? R? 
证 明 仅 证 (2.3.4) 式 . 由 [ 注 2.1.3] 
fo)= | Feetde, VeeR" 
RR? 
因此 
ba 7)= 站 27rizc. a 全 SE | 
hwann= ff Fresantoae = 人 Ha 上 
口 
推论 2.3.5 及"” 上 连续 函数 o 是 .MW(R") 中 测度 1 的 Fourier-Stieltjies 变换 
的 充分 必要 条 件 是 存在 常数 C > 0 使 得 对 每 个 fe Co(R")nn Li(R") 且 ff 具有 


紧 支 集 , 有 
] [ fee(-8)e ey (2.3.6) 
及” TER? 
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证 明 如 w=, 那么 由 (2.3.4) 
| f(a < sup |f(o)llul.. 
Rn ER 
反之 , 记 
KK={f:feCOo(R")n Di(R") 且 具有 紧 支 集 }， 


那么 K 在 Co(R") 中 稠密 .如 (2.3.6) 成 立 ， 则 映射 4 : f/f(6)p(-8)at 
是 定义 在 K 上 的 有 界线 性 泛 函 ， 这 样 4 在 Co(R") 上 有 唯一 的 有 界 延 拓 . 由 
Riesz 表示 定理 , 存在 J & .N(R"), 使 得 对 f € Co(R"), 《4(f) = fs f(z)dp(z) 且 
lullx < jl 如 .再 次 应 用 (2.3.4) 知 ， 


| FOP -po(-ae =0, vf er 
因此 2 =. 口 


与 三 ( 术 ") 函数 一 样 ， 可 以 定义 测度 的 Fourier-Stieltjies 积分 , 并 在 弱 * 收 
敛 的 意义 下 , 可 以 讨论 测度 的 Fourier-Stieltjies 积分 的 反 演 问题 . 设 j.€ N(R")， 
那么 六 的 Fourier-Stieltjies 积分 定义 为 : 


h(x)es "rtdz. 
Rn 
而 /的 Fourier-Stieltjies 积分 的 Abel 平均 定义 为 : 
Ae(1)(t) = A h(x)es ite 2"relzl gy, e>0. 
Rn 


定理 2.3.6 设 we.U(R"), 那么 当 e 一 0 时 , Ae(1) 弱 * 收敛 于 . 
证 明 由 定理 2.3.2 (b), 只 需 说 明 对 ve > 0， 
Ac(p)(t) = ult,e) = (Pe * 1)(t). (2.3.7) 
记 dv(z) = e2rizte-2relrldz. 那么 由 定理 2.3.4 (a) 
A = {alsavla) = {Wyanty) 


由 定义 2.3.3， 
D(y) 过 站 e 一 2rir'ye2riz'te 一 2rslzldm 
Rn 


2 / e227Ti(y—t)to—27elz| yy 
n 


一 e(y et t). 
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由 此 知 (2.3.7) 成 立 . 口 


推论 2.3.7 (测度 Fourier-Stieltjies 变换 的 唯一 性 ) 设 1 12 E WM(R") 是 
bi = jz. 则 p= pw2. 
证 明 令 j=ji 一 12. 由 及 =0 得 Ae(1) 三 0. 再 应 用 (2.3.7) 即 可 . 口 


[ 注 2.3.3] 类 似 地 可 定义 测度 的 Fourier-Stieltjies 积分 的 Gauss 平均 ， 并 运 
用 测度 的 Gauss-Stieltjies 积分 的 结论 得 到 相关 结果 . 


§2.4” 太 (R") 上 Fourier 变换 的 进一步 讨论 * 


82.4.1 Heisenberg 不 等 式 


Heisenberg 测 不 准 原理 的 物理 背景 是 揭示 微观 粒子 的 位 置 和 动量 的 测 不 准 
关系 , 它 是 量子 力学 中 的 基本 结果 之 一 . 测 不 准 原 理 在 数学 上 表达 为 下 面 Heisen- 
berg 不 等 式 . 


定理 2.4.1 (Heisenberg 不 等 式 ) 设 fe L2(R"), 那么 对 任意 的 zo, co E R" 
起 2 
(fgmfPae) (fle -aos Pas)> MI。 4 


(2.4.1) 中 等 号 成 立 当 上 且 仅 当 f(z) = ce2?riztoe-ele-zol /2, 其 中 a>0 且 ceC. 
证 明 先 给 出 以 下 记号 : 对 B= (g1, A , 9n), 9j GE CT1(R")， 记 


7 0 D _ Ogi Ogn. 
= , Bi-) WB i 


及 
2.g 一 2191 十 2292 十 十 Zngn Tof = (21f,7T2f,.. ,Tnf). 


先 设 f € C2 (BR") , 且 zo= 人 =0, 那 么 


V:(rof)—7z:Vf=V: (21f,722f,:.. ,Tnf) 
3 (a 六 tm 让 +t) 
Oxi 2 Tn 
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由 上 式 并 运用 分 部 积分 即 可 得 : 
B= /v0f) -2 via 
=-a /lon vit vi (eo Ade 
这 样 
B= iBe( [ (eo viar) 


2 
二 
n 


人 (zof):Vfdz 
Rn 


0 
< lvl eo fl (on 


2 ee 
=—|lYfll2 :lzo fl 


nN 


= (f triera) (epraPa) 


现 设 js LI2(R"), 如 tfllz 或 zfilz 为 co, 则 结论 自然 成 立 . 故 不 妨 设 二 者 均 
有 限 . 因此 只 须 说 明 , 对 于 满足 zf(z),Ef(€) es I2(R") 的 L2(R") 函数 f, 存在 
{fx} C C>(R"), 使 在 L? 意义 下 , 当 大 一 co 时 


太一 六 zfe— zfr), Eh(é) = Ef(E) 


均 成 立 . 而 应 用 CY(R") 在 L2(R") 中 的 稠密 性 (推论 3.1.4) 易 证 上 述 事实 . 

注意 到 (2.4.1) 成 为 等 式 当 目 仅 当 不 等 式 (*) 和 (k+) 均 成 为 等 式 . 而 (x*) 成 
为 等 式 等 价 于 存在 和 Ee C, 使 对 任意 x e Rm , Vf = A of. 而 (*) 式 成 为 等 式 等 
价 于 入 ER 恨 且 入 <0. 因此 (2.4.1) 中 等 式 成 立 当 且 仅 当 


Vf = 一 azo jz) (a=—A>0, vzeR"). 


由 此 即 知 f(z) = ce-slzP/2， 
最 后 ， 对 任意 的 20, 50 € 及”， 及 f 所 L2(R"), 令 g(x) a e-2rizéo f(z + zo), 则 


fePlooP as = {ls zolf (Gh dz, 
Rn R" 


.KPI a = -gl Pat, 
限 ? 恨 7 
且 jigllz = fllz. 这 样 完成 了 定理 2.4.1 的 证 明 
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82.4.2 ”Hermite 算 子 和 Fourier 变换 


由 [ 注 2.2.1] 知 道 ,对 Vf € [2(R")NC(R"), 多 2f(z) = f(zx), 进 而 多 4f(z) = 
f(z). 如 果 记 和 为 多 的 特征 值 , 那么 入 满足 入 =1. 从 而 1, 一 1,1i, 一 i 为 Fourier 
变换 的 特征 值 . 可 以 证 明 , o( 多 ) = {1, 一 1,i, -- 让 j. 因此 如 能 选择 由 多 的 特征 函 
数 所 组 成 的 [2(R") 的 完全 正 交 系 , 那么 Fourier 变换 多 对 应 这 个 基 的 无 穷 阶 
年 阵 将 为 对 角 和 矩阵. 下 面 将 说 明 , Hermite 函数 系 正 是 我 们 所 需要 的 完全 正 交 系 . 

定义 在 Schwartz 函数 空间 .Y(R") (其 定义 见 83.1) 上 的 线性 算 子 7 = 
一 人 十 |z|? 称 为 Hermite 算 子 , 其 中 人 = 2 疤 为 n 维 的 Laplace 算 子 . 为 叙 
述 方便 ,下面 仅 考虑 n = 1 的 情形 , 即 Ht = -总 二 x2， (此 时 也 称 7t 为 调和 振 
子 (harmonic oscillator)). 先 引 进 .9(R) 上 另 两 个 算 子 ， 


d d 
4= 元 十 Z 及 4 一 一 矶 十 2 


这 里 4 称 为 零 化 算 子 (annihilation operator), 4* 称 为 生成 算 子 (creation opera- 
tor). 我 们 定义 .>(R) 中 的 内 积 为 


£9=/ fo)ds, vpg9e FR) 


一 个 明显 的 事实 是 , 4* 是 4 的 共 斩 算 子 . 


引 理 2.4.2 (生成 算 子 及 零 化 算 子 与 Hermite 算 子 的 关系 ) 
(a) 4*4 = Xt 一 了 ,了 记 恒 等 算 子 ; 
(b) AA* =XH+I; 
(c) [4, H] = 24; 
(d) [4*,H] = —24*. 
其 中 [4, XH] = 4X -Tt4 为 算 子 4 与 算 子 XH 的 交换 子 . 
证 明 注意 到 一 维 的 Hermite 算 子 7 = 5 +z2, 因此 (a)(b) 直接 验证 即 
可 . 又 由 (a) 
ANH = 44*4 十 4 
且 由 (b) 
HA= AA*A—A. 


因此 (c) 成 立 . 同样 可 知 (d) 成 立 . 口 


由 引 理 2.4.2 立刻 可 以 看 出 , Hermite 算 子 1t 是 自 共 儿 的 , 因此 其 特征 值 为 
实数 . 进一步 , 有 下 面 的 结论 : 
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定理 2.4.3 (Hermite 算 子 的 特征 值 和 特征 函数 ) 设 和 为 XK 的 特征 值 ， 
(a) 入 之 1; 
(b) Te-z /2 一 e 一 2 /2; 
(ec) 如 果 p 是 7t 的 相应 于 入 的 特征 函数 , 则 4*p 是 Mt 的 相应 于 入 +2 的 
特征 函数 ; 
(d) 如 果 p 是 XK 的 相应 于 和 (和 关 1) 的 特征 函数 , 则 4p 是 Xt 的 相应 于 
入 一 2 的 特征 函数 . 
证 明 首先 , 设 yp 是 XK 的 相应 于 和 的 特征 函数 , 由 引 理 2.4.2(a)， 
Mp,p) = (tp DO) = (A*Ay, yp) 十 (2 9) 
= (Ayp, Ayp) 十 (POP) (2.4.2) 
> (9, 1)， 


这 样 (a) 成 立 . 下 面 我 们 说 明 和 的 最 小 值 为 1. 由 (2.4.2) 知 , 和 = 1 当 且 仅 当 
Ay = 0. 而 这 是 一 阶 的 常 微分 方程 ， 如 不 计 常 数 因子 , op = e-* /2 是 其 唯一 解 . 
这 样 
He-7 /2 i A* 4e 一 Z212 ce 一 Z2/2 = ce 一 22/2 

注意 到 结论 (c) 和 (d) 成 立 的 前 提 是 , 对 于 Xt 任 一 特征 函数 p, 4p 和 A*wp 
均 不 为 零 . 事实 上 ,上 面 已 看 到 只 要 入 头 1, 则 必定 Ay 关 0. 另 一 方面 , er /2 是 
4*p = 0 的 唯一 解 (不 计 常 数 因子 ) , 然而 er /2 4 .9 (R). 现 设 yp 是 XK 的 相应 于 
和 的 特征 函数 ,由 引 理 2.4.2(d)， 


AHop— HA’*y = —2A*y. 
因此 
H(Ap) = hp 十 24rp = (N+2)A*y. 

同 理 可 知 结论 (d) 成 立 . 口 
推论 2.4.4 (Hermite 算 子 特征 值 ) Hermite 算 子 XK 的 特征 值 为 全 体 正 奇数 . 
证 明 一 方面 由 定理 2.4.3(b) 和 (c) 可 知 , {2m 十 1 : m e€ Z4} 是 Hermite 

算 子 的 特征 值 , 另 一 方面 对 任意 的 入 >1, 且 入 4 {2m+1: meZi}, 可取 


k € N, 使 得 和 一 2k < 1. 如 果 入 是 算 子 7 的 特征 值 , 那么 由 定理 2.4.3(d), 和 一 2k 
也 是 Xt 的 特征 值 , 但 此 与 定理 2.4.3(a) 矛盾 . 因此 入 必 不 是 XK 的 特征 值 . 口 


现 给 出 Hermite 函数 系 的 定义 如 下 : 


h(xz)= (4*)ke-z 12， keZ. (2.4.3) 
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由 Hermite 函数 系 的 定义 可 以 看 出 hi(z) = Pe(z)e-” /2, 其 中 Ps 为 上 阶 多 项 
式 . 从 而 Hermite 函数 系 {hr} C .F(R) ( 见 [ 注 3.1.1]). 


引 理 2.4.5 (Hermite 函数 系 的 等 价 定义 ) Hermite 函数 系 有 如 下 等 价 定 义 : 
(a) hi(z) = (~l)re® /2 dre”, keZ; 
(b) {ha} 满足 等 式 ， 名 o hr(z) 徊 =e /322+ 
证 明 运用 归纳 法 直接 验证 即 可 知 (a) 成 立 . 写 e-C /2 -2tz+t ) 一 ez /2e-e- ， 
并 注意 到 等 式 


dk 2 dr 2 
了 一 (zZ 一 四 —/_1\k. 一 -一 (z 一 切 
7 e (—1) Eh e 
对 e-(*-) 在 t=0 处 运用 Taylor 展开 公式 即 可 . 口 


定理 2.4.6 (Hermite 函数 系 的 性 质 ) 
(a) Hhx = (2k+ 1)hr, keZ; 
(b) {hx} 是 正 交 系 ; 
(©) llhxll2 = 7 /AV2Rk!, ke Zi; 
(d) {hx} 在 到 (了 ) 中 是 完全 的 . 
证 明 由 定理 2.4.3 的 (b) 和 (c), 并 运用 归纳 法 即 可 知 (a) 成 立 . 因 Xt 为 自 
伴 算 子 , 由 结论 (a) 知 当 大 和 7 时 
(2k + 1) (hx, hi) = (Hhx, hy) = (PT = (27 + 1)(hx, hy). 


故 (hg,hj) = 0. 由 引 理 2.4.5(b) 及 {hx} 的 正 交 性 知 


es 2 2 2 2 
> hx(z)rdz 二 三 [ ez 227t) dz = ezt nl/2. 


t2R 


注意 到 ef = 于 吧 。2x 杂 ,因此 得 到 (c). 最 后 , 如 fe .F(R), 且 
(f, hx) 全 flz)pk(z)daz =0 keZ, 
了 及 
则 由 引 理 2.4.5(b) 知 


人 (zje-G 712-2tz+t)dz = 0. 
R 


即 有 
人 f(z)e-” /2e2tzdz = 0. 
R 


应 用 习题 二 (5) 知 f=0. 由 于 F(R) 在 2(R) 中 稠密 ( 见 推论 3.1.5), 从 而 (d) 
成 立 . 口 
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[ 注 2.4.1] 定理 2.4.6 (a) 说 明 Hermite 函数 系 {hk} 是 Hermite 算 子 K 的 特 
征 函 数 . 


定理 2.4.7 (Fourier 变换 的 特征 函数 ) 记 
hi(z)= he(V2rz), keZ, 
那么 {成 } 是 Fourier 变换 的 特征 函数 . 特别 地 ， 
FPhi(€) = (hi(€), 大 E 2 
证 明 由 引 理 2.4.5(a) 直接 计算 便 可 . 口 


[ 注 2.4.2] 高 维 Hermite 函数 系 在 Heisenberg 群 上 的 Fourier 分 析 中 具有 重 
要 作用 . 见 EE. M. Stein 的 专著 [46]. 
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pt 


hk 


10. 


11. 


习题 二 


' 设 {fj} 是 了 (R") 中 的 Cauchy 列 . 证 明 : 存在 fe L1(R") 使 得 当 j 一 oo 


时 , { 广 } 在 RR" 一 致 收敛 于 六 


,证明 : 对 任意 的 fe L1(R), 集合 N(f) = {€ ERR: f(€) = 0} 为 R 中 的 闭 集 . 
, 证 明 : 在 L1(R") 中 , 关于 卷 积 运算 不 存在 单位 元 , 即 : 不 存在 e € Li(R") 


使 得 对 任意 的 fe L(R"), 有 ex*f=/. 


' 设 p 为 R*" 一 RR" 的 连续 可 道 线 性 变换 . 对 R" 上 的 可 测 函 数 f, 定义 算 子 


Rp : (Rpf)(7X) = f(p7z). 证 明 : 如 果 在 L1(R") 上 Fourier 变换 与 Rs 可 交换 ， 
那么 p 是 正 交 变换 . (定理 2.1.3 结论 (c) 的 道 .) 


. 设 fe Li(R")nC(R"). 证 明 : 如 存在 a > 0 使 得 


上 f(y)e-lyl earydg Ze 0, Yre 了 及” ， 
Rn 


那么 f =0. 


， 证明: Gauss-Weierstrass 核 W(z,a) 和 Poisson 核 P(x) 满足 如 下 性 质 : 对 


a,b > 0， 
(人 (W(,a) * W(.,b))(z) = W(z,a + Db); 
(Gi) (Pa() * PB(:))(z) = Pato(7). 


. 证 明 : L*(R) 中 奇 ( 偶 ) 函数 的 Fourier 变换 仍 为 奇 ( 偶 ) 函数 . (说 明 该 结 


论 对 2(R) 亦 成 立 .) 


. 证 明 : 集合 {fe LI1(R") : fe L1(R")} 在 D1(R") 中 稠密 . 
. 证 明 : 对 任意 的 f,g e L2(R"), 成 立 着 Plancherel 公式 : (f,9) = (f, 六 . 


设 {jx} C HM(R") 满足 ke < 14. 证 明 : 如 果 {fx} 点 态 收敛 于 连续 函数 
2, 则 存在 pe .KM(R”) 满足 ua < 1, 使 得 yp = fh. 此 外 {jw} 弱 * 收敛 于 
Hh. 

设 jE .NM(R"), 那么 测度 /5 的 Hardy-Littlewood 极 大 函数 M(1) 定义 为 : 


1 
MI(L)(7T) = sup 一 一 一 一 du(y)|, 7 € R". 
Wl0) = sp Bn fs | 


证 明 : 对 z e R", M(66)(z) = (wn|z 一 al”)-1 这 里 6 为 Dirac 测度 并 且 
vn 记 R" 中 单位 球 的 体积 . 


第 三 章 ”ScHWARTz 函数 和 缓 增 广义 函 数 


按 经 典 Fourier 变换 的 定义 方式 , 对 L?(R") (p > 2) 中 函数 不 能 定义 Fourier 
变换 ， 由 于 Fourier 变换 在 分 析 中 的 重要 性 ,因此 有 必要 拓 广 Fourier 变换 的 定 
义 范围 . 上 世纪 五 十 年 代 发 展 起 来 的 广义 函数 论 十 分 有 效 地 拓 广 了 Fourier 变换 
的 定义 范围 , 为 现代 分 析 研 究 提 供 了 强 有 力 的 工具 . 本 章 将 证 明 Fourier 变换 是 
学 (R”") 上 的 同 胚 . 进一步 ,将 研究 Fourier 变换 在 其 对 偶 空间 .7'(R") ( 缓 增 广 
义 函 数 类 ) 上 的 性 质 . 最 后 我 们 将 给 出 平移 可 交换 算 子 的 特征 . 


83.1 ”Schwartz 函数 空间 .(R") 


83.1.1 .9Y(R") 的 基本 性 质 
定义 3.1.1 Schwartz 函数 空间 .ZZ(R") 定义 为 
FR") = {EPR"): 对 Yop e 24, palp) = sup eeDaelajl< = 


我 们 看 到 , 对 VY ab e Z%, pap 是 .9 (Rm") 上 的 一 个 半 范 ， 它 是 一 个 可 列 
的 半 范 族 , 由 此 诱导 了 .98(R") 上 的 Hausdorf 局 部 凸 拓扑 . 通常 称 .多 (B") 为 
Schwartz 速 降 函数 空间 . 


[ 注 3.1.1] 容易 看 出 .F(R") 是 一 个 线性 空间 , 并且 .9(R") 是 一 个 交换 代 
数 ， 此 外 , 如 果 P < .F(R"), P(z) 为 任意 多 项 式 , 那么 P(z)p(z) e .9(R"), 是 
P(D)p(7x) € F(R"). 


例 3.1.1 对 s > 0,，Gauss 求 和 因子 e-slz| e .Z(R"). 但 Able 求 和 因子 
e-slz| ¢ F(R"). 


在 CY(R") 上 赋予 下 面 的 半 范 后 所 诱导 的 Hausdorff 局 部 凸 拓扑 空间 记 为 
多 (R"), 即 


2(R") = 人 :PECP(R") 对 VaeZ, pa(p)= sup ID*yp(z)| < = 
TER™ 
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[ 注 3.1.2] 由 于 el ey(R"), 但 e-lsi 9B(R"), 因此 ZB(R") CS F(R"). 


例 3.1.2 令 
e-2/(1-0) <1 


1) 二 
2 Es Ds 


那么 p(t) < CF (R). 现 记 


e-2/0-lsl), jz| < 1 
= 0， 由 


那么 (zx) < C>(R")， 特 别 地 , 令 p(z) = W(z)/ fn (z)dz, 则 仍 有 p(z) < 
CP (R"), EL fa P(r)dr =1. 


定理 3.1.1 对 于 1 <p<o%, .F(R") C L?(R"), 上 且 当 pe .9(R"), 有 
pllp 和 Cap 2ja Pa,o(P), 这 里 >, 为 有 限 和 . 此 外 , 当 p = co 时 , .F(R") C 
Co(R") C L?(R"). 


证 明 仅 考虑 1 < p < co 的 情形 . 设 pe .F(R")， 


1/p 1/p 
[ee ( / olorar) +(/ plo)ae ) 
|z| 和 1 |z|>1L 
1/p 1/p 
<4(/ dr) +B( | led 
lz|<1 lz|>1 (3.1.1) 


< lplloow ?+ ue [zl plz)|lon/ (2p — DY™? 
< Cn,p Dpao(¥) 
口 


Pa,B(P—YW) = da,a(y,Y). 将 ys a ,8 E ZX ee 列 , 并 记 为 2 
对 VY gp,y EF(R"), 令 


d(p,») = 3 1 rE (3.1.2) 


可 以 验证 , 由 (3.1.2) 所 定义 的 .9 (R") 上 的 二 元 函数 是 .7(R") 上 的 距离 . 


定理 3.1.2 .7(R") 关于 距离 4 是 一 个 完备 的 距离 空间 .( 即 : .Z(R") 关于 
距离 d 是 Frechet 空间 . ) 
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证 明 先 证 明 当 k— oo 时 : d(px, WY) 一 0 < 一 SY 7， dn (pk, 功 ) 一 0， 事实 上 ， 


dn (pk; 荡 ) -0 


ad(Pr, tp) 一 2 
(px 人 We 1+dn(Prk, WY) 


如 果 d(px,) 一 0, 但 存在 no, 使 得 do (px, 光 ) 不 收敛 于 0, 那么 


on dn(Pr,p) 
> 1 十 加 (pb ) 


必 不 收敛 于 0. 
反之 , 由 d 的 定义 (3.1.2) 可 知 , Ye > 0, 存在 充分 大 的 N, 使 
—n dn _dn(Pk; WD) — 到 
2 < 2 < ef/2. 

> 1+dn(pk, WD) 切 ) <2 
因 对 于 Yn, 当天 一 co 时 加 (or 一 0, 所 以 存在 Ko > 0, 使 得 对 1 <n<N-1, 
当 k > Ko 时 ， 

dn(Pphb) <e/2N, n=1,2,...,N-1. 


这 样 当 大 > Ko 时 ， 
AN 一 1I 
dpp,Wp) < 2 2 "dn(pk, YW)+ > 2 
n=N 

由 此 进一步 可 知 , d(px,Y) 一 0 > pop (pr 一 东 ) 一 0 对 Va,BeZ?. 这 个 事实 
说 明 , 由 距离 d 和 半 范 族 {pag} 诱导 了 (R") 上 同一 拓扑 . 

下 面 证 明 (R") 关于 距离 d 是 完备 的 . 设 {pk} 关于 d 是 Cauchy 列 . 则 对 
VY Qa,B eZ, {pk} 关于 poa 也 是 Cauchy 列 . 特别 地 , 由 {ph} 的 任意 阶 导数 组 
成 的 序列 {Dpk} 在 RR* 上 一 致 收敛 . 事实 上 , 对 Y a,B e Zn, 因为 {pk} 关于 
pu6 是 Cauchy 列 , 因此 当 ,7 一 oo 时 


sup |z°||Df (px)(z) — DA(p;)(z)| = sup |z* DS[pr(z) -oz(z]]| 
ZE 及 7 ZE 了 7 
Sp ds 


(3.1.3) 说 明 {DPpk} 是 C(R") 中 的 Cauchy 列 , 由 于 C(R") 完备 , 因而 {DSpn} 
在 C(R") 中 收敛 , 这 等 价 于 {Depk} 在 Rn” 中 一 致 收敛. 因此 存在 函数 wp, 使 得 
对 VBe 9, {Dp} 是 {D8gw} 的 极限 . 从而, 对 Va,B e Z7, {z*D8g} 也 是 


! 本 书 中 记号 “< 一 ”表示 “ 当 且 仅 当 ” 


(3.1.3) 
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{z*DAgpk} 的 极限 . 这 样 pwe(p) < pop(p 一 Pk) 十 pap(pk) < 0, 故 yp € .F(R") 
且 {px} 在 .中 收敛 于 yp, 从 而 .F(R") 关于 距离 d 完备 . 口 


下 面 的 定理 中 列 出 了 在 (R") 的 局 部 中 拓扑 下 的 几 个 重要 的 运算 性 质 . 


定理 3.1.3 .7(R") 按 其 拓扑 下 , 有 如 下 结论 : 
(a) 对 PE 久 (R") 及 任意 的 多 重 指标 m% < 24, 映射 一 ze(D4p) 是 
六 (R") 上 的 连续 线性 算 子 ; 
(b) R" 上 的 平移 了 按 7(R") ee 
加 对 pe 及 有 (0, ki ,0) < 民 ", 当 九 一 0 时 , (p 一 
Th9)/hs 收敛 到 让; 
(gd) 设 feLI?(R") (<p<oco) 及 peZR"), 那 么 fxrpeCc(R"), 且 
对 Vae ZF, D*(f * 0)(7) = (f * Dy)(7). 
证 明 (a) 仅 需 验 证 , 在 .y(R") 的 拓扑 下 , 如 果 {pk} 收敛 于 0, 那么 zx Dgpx 
收敛 于 0. 需 证 明 , 对 任意 多 重 指标 7 5 e Z3, 当 一 0 时, pvs(zeDaoh) 一 0. 
注意 到 ， 


pys(T* Dpr) <C >》 Pa',B' (Pk) 一 0， 
Qa’,B’ 


其 中 |a'| < |al + 91,1B1 < 61+|al. 
(b) 对 任意 给 定 的 he R" 及 pe .y(R"), 任 取 多 重 指 标 a,B e Z1， 


iD (mp(z) — p(z)| = Iz° DS (pz —h) — (2)| < ClzeDe(Ve .| 
因此 


lim sup |z* Df (mp(z) — p(z)| < C lim sup |z° DPop(z)||h| =0, 
h—0 rER? h—0 ZE 了 7 


其 中 |Bo| = 8 二 1 
(c) 对 p € .F(R") 及 任意 的 a,B € 2， 


za D8 ( hp /| < 
h 


02 
Bz < sup |z*D 5 - 
k k 


zER Or? 
up [as Dg —»0,， hxr—0. 


9h| 


sup 
ZE 有 nm 


其 中 ||=|B| +2. 
(d) 设 pe 7(R"), 则 对 任意 的 有 界 集 巨 CR" 及 Ya e227， 


sup [Dp(z -| < Cop(l+ly) "!, vyeR". (3.1.4) 
XE 
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注意 到 (1+ ly) e Ze(R") (1 < gq < co), 因此 由 (3.1.4) 知 积分 
(fx* Dr) = fF) Drv -ydy 


在 已 上 绝对 收敛 并 一 致 收敛 , 从 而 微分 算 子 DD 与 积分 可 交换 . 由 已 及 a 的 任 
意 性 便 知 结论 成 立 . O 


推论 3.1.4 对 于 1< p< co CF>(R") 在 L?(R") 中 稠密 .对 于 p = oo， 
Ce (R") 在 Co(R") 中 按 L” 范 数 稠密 . 

证 明 设 1<p < co. 由 于 具 紧 支 集 的 L?(R") 函数 的 全 体 [2(R") 在 L?(R") 
中 稠密 , 因此 只 需 说明 C>(R") 在 L2(R") 中 稠密 即 可 . 对 任意 的 fe L2(R"), 取 
罗 E CFP(R") 使 得 有 ,w(x)dxz = 1. 由 推论 1.1.4(b), 对 Ve>0,f*w. € CF (R"). 
再 运用 定理 1.3.1 知 , 当 e 一 0 时 , f * We 按 LP? 范 数 收敛 于 f. 

应 用 同样 的 方法 可 以 说 明 C>(R") 在 Co(R") 中 按 L” 范 数 稠密 . 口 


注意 到 CF(R") C .元 (R"), 这 样 立刻 得 到 


推论 3.1.5 ”对 于 1<p< co, .Y (Rn") 在 LP(R") 中 稠密 .对 于 p = eco， 
六 (R") 在 Co(R") 中 按 L% 范 数 稠密 . 


83.1.2 .9 (R") 上 的 Fourier 变换 


下 面 讨论 .79(R") 上 Fourier 变换 的 性 质 . 

定理 3.1.6 Fourier 变换 多 是 .Y(R") 到 自身 的 同 胚 .( 即 : Fourier 变换 多 
是 (R") 一 7(R") 上 的 一 一 映 上 的 连续 线性 算 子 . ) 

证 明 显然 Fourier 变换 多 是 线性 的 . 

(i) 多 是 7(R") 一 7(R") 连续 的 . 对 任意 的 pe .F(R") 及 多 重 指 标 a,PB e 
Z?, 有 


lee(Depj(o| = ee((-2ri)ep()) (a)| 
= yaa (P=2ri) ep) "Ce) 
< ma "lari) gO (3.1.5) 


<C (1 + |)"ID°[(—2rit) pl(t)lat 


1 
Rn (1 + |t|2)" 
< C > Pa',p' (9), 
QB’ 
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这 里 > g, 为 有 限 和 . 由 (3.1.5) 知 多 (yp) e .9(R"). 设 {px} 按 .>(R") 拓扑 收 
敛 于 零 . 那么 由 (3.1.5) 得 , pop (Pk) < Cvgpap(Pk) 一 0 (k 一 00). 故 多 
在 .y(R") 上 连续 . 

(让 ) Fourier 变换 多 在 .Z( 权 ") 上 是 一 一 映 上 的 , 上 且 其 道 变换 多 -1 仍 在 
.9 (了 R") 上 连续 . 

因为 .7(R") Cc 六 (了 R"), 由 定理 2.1.13 知 , 多 是 .9(R") 上 的 单 射 . 另 一 方面 ， 
对 Ye.9(R?") CLI(R"), 由 (i) 知 fe.Z(R"). 又 由 注 2.1.3 知 , 对 VYz ee Rn， 


DC 上 ez 地 = 人 f(t)e- iota (3.1.6) 
令 p(z) = 有 -7), 那么 Pe .F(R"), 且 2(z) = f(z). 特别 地 , (3.1.6) 还 说 明 
F171) = Fz), Vf eR"). (3.1.7) 


由 (3.1.7) 与 结论 (i) 知 , 多 仍 在 (R") 上 连续 . 品 


推论 3.1.7 如 VE.ZZ(R?), 那 么 ore.Z( 权 "). 

证 明 由 定理 3.1.6, 如 果 wm e .F(R"), 那么 $e F(R"), 从 而 :多 E 
六 (R"). 这 样 (p*) (z) = GB(z)Y(z) EF(R"). 故 pxye.9(R"). 吕 

[ 注 3.1.3] 对 于 Fourier 变换 而 言 ，Cse (了 ") 作为 基本 空间 显得 过 大 ， 因 为 
C™”(R") 中 的 很 多 函数 , 如 非 零 常 值 函数 , 在 经 典 意义 下 没有 Fourier 变换 . 另 一 
方面 , C>(R") 作为 基本 空间 又 显得 过 小 , 因为 C>(R") 中 的 非 零 函数 的 Fourier 
变换 已 不 再 属于 C>(R") ( 见 定理 2.1.6) . 然而 ,由 于 Fourier 变换 是 .7(R") 到 
自身 的 同 胚 (定理 3.1.6)， 因 此 介 于 C%(R") 和 C>%(R") 之 间 的 .9(R") ( 速 降 
函数 空间 ) 作为 Fourier 变换 的 基本 空间 是 非常 恰当 的 . 


定理 3.1.8 (Fourier 变换 的 Parseval 等 式 ) 如 f, ge .9(R"), 则 
人 Jetz= /rsjdn (3.1.8) 
Rn Rn 


人 yo5Gm = | Fda (3.1.9) 
Rn Rn 
证 明 由 于 二 重 积分 


| 人 ef)g(z)dtadz 
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是 绝对 收敛 的 , 运用 Fubini 定理 即 得 (3.1.8). 在 (3.1.8) 的 左边 用 Fz) 替换 g(z)， 
并 注意 到 

( 9) )*(z) = g(z), 
因此 (3.1.9) 成 立 . 口 


了 (R”) 中 Fourier 变换 性 质 可 归纳 如 下 , 其 证 明 是 简单 的 : 


表 3.1 .9 (了 ") 中 函数 的 Fourier 变换 性 质 


f,9 € F(R") | Fourier 变换 (&) 
() f(é) 
地 1(-8) 
(ii) (=) 
(iv) ii(z) dh(—é) 
(v) e-2"iéh f(é) 
(wi) f(€ —n) 
Ss lal-"f(a-1é) 
(viii) 2ritk f(é) 
(ix) Pri fl) 
人 让 就 (8 
(xi) P(ED)f(é) 
(xii) f(é)9(é) 
(xiii) (f #9)(é) 


§3.2 ” 缓 增 广义 函数 空间 .7'(R") 


83.2.1 .7Z'(R"7) 的 基本 性 质 


定义 3.2.1 9(R") 上 的 连续 线性 泛 函 称 为 广义 函数 , 或 分 布 (distribution)， 
其 全 体 记 为 9'(R") . 7(R") 上 的 连续 线性 泛 函 称 为 组 增 广义 函数 ， 或 缓 增 分 
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布 (tempered distribution)， 缓 增 广义 函数 的 全 体 称 为 缓 增 广义 函数 空间 , 记 为 
F(R"). 

[ 注 3.2.1] 由 于 缓 增 广义 函数 空间 .Fy'(R") 中 的 元 素 作用 于 9(R") 上 是 有 意 
义 的 , 因此 任 一 缓 增 广义 函数 可 视 为 9'(R") 中 的 元 素 . 在 此 意义 下 , 7'(R") C 
9Z'(R"). 特别 地 ， 上 述 包含 关系 是 真 包 含 . 例如 ， 不 难 验证 elr| e 9'(R"), 但 
elz| ¢ 9'(R"). 


例 3.2.1 设 j 是 了 上 的 可 测 函数 ， 如果 存 在 > 0 使 得 (1+|z|)-*f e 
PP(R") (1 和 p< 00), 则 称 /为 缓 增 L? 函数 ( 当 p = oo 时 简称 缓 增 函 数 ). 容易 
看 出 , 每 个 L?(R") (1 < p < co) 函数 都 是 缓 增 L? 函数 . 此 外 , 任 一 多 项 式 都 是 
缓 增 IL? 函数 

现 说 明 , 对 1 < p < co, 每 个 缓 增 LI? 函数 f 都 是 缓 增 广义 函数 . 事实 上 , 如 
下 定义 泛 函 天 = Lj : 对 任意 的 pe F(R") 

ri(0= 人 JpGt= {G+ a + lo) paar 
RR? Rr 

由 于 (1 十 |:|)*p e ZP (R"), 因此 Ly 是 .>(R") 上 的 一 个 线性 泛 函 . 下 证 其 连续 
性 . 任 取 {pk} C .F(R") 使 得 在 .>(R") 的 拓扑 下 , pk 一 0 (k 一 o0). 由 (3.1.1)， 
lexly < 柜 pao(px), 因此 loxlly 一 0 (k 一 00). 这 样 


万 (on < (1 +1 0D)-*Fhy losllw 一 0 (k — 00). 
即 志 ; 在 0 点 连续 , 从 而 Li E .7'(R"). 
例 3.2.2 对 jeAM(R"), 令 L=L,: 
OO- | vladnls), Vpe ER"). 
Rn 


则 Lj 是 (Rm") 上 的 一 个 连续 线性 泛 函 . 即 有 Le .7'(R"). 特别 地 , 当 为 
Dirac 测度 66 (a e 了 ") 时 ， 


ba(p)= Las(p)=p(0), VoEFIR"). 
特别 地 , 当 a = 0 时 , 对 任意 的 pe .9(R"), 有 56(yp) = 2(0). 


定理 3.2.1 LP?(R") (1< p< oo) 与 .N(R") 均 连续 地 嵌入 到 .多 (Rn) 内 . 
证 明 只 需 证 明 , 当 大 一 co, 如 {ft} 依 L? 范 数 (或 .NK 范 数 ) 收敛 到 f, 则 
{fr} 也 依 .2 (R") 中 弱 * 拓扑 收 全 到 f. 即 要 证 : 对 Vp e .x(R")， 


ralp)= {fratode — Lilw) = 人 HoeGjdr 
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而 此 由 {fx} 依 L? 范 数 (或 .U 范 数 ) 收敛 到 f 即 知 成 立 . 品 


下 面 的 定理 给 出 了 87(R") 上 连续 线性 泛 函 的 某 种 有 界 性 . 它 与 线性 赋 范 空 
间 上 线性 算 子 的 连续 性 与 有 界 性 等 价 的 结论 相 类 似 . 


定理 3.2.2 .F(R") 上 线性 泛 函 工 是 连续 的 当 且 仅 当 存 在 常数 C 和 非 负 整 
数 mm 使 得 对 Vw e.Z(R"), 有 
ZI<C >》 pup(O). (3.2.1) 
al 和 kel<m 
证 明 充分 性 是 显 见 的 . 事实 上 , 如 {yk} 依 .Z(R") 拓扑 收敛 到 0, 那么 由 
(3.2.1), |L(pk)| 一 0 (k 一 00). 所 以 工 在 零点 连续 . 从 而 工 是 .Z(R") 上 的 连续 
线性 泛 函 
反之 , 因为 工 在 零点 连续 , 故 存在 = > 0 及 非 负 整数 m,k, 使 得 对 Vv p Ee 
LVe km 有 |Z(P)| < 1. 这 里 Ne,k,m 记 F(R") 中 的 零 元 邻 域 : 


Npm= {PEIR): >》 pup(p)<el 


lal 和 16I 和 mm 
现 对 Ye .F(R") (不 妨 假定 yp 关 0, 否则 (3.2.1) 显然 成 立 ), 令 
lel= >》 pos(y). 
lal<blel<m 


取 ”< 并 记 = 川 pll-!y, 那么 € Nekm 这 样 |L(w)| < 1. 另 一 方面 
L(y) = 川 pll-+L(y). 因此 ， 


Zo sm pl=7 > pue(O). 0D 
lal<tlBl<m 
$3.2.2 .7/(R") 中 的 运算 


下 面 讨论 缓 增 广义 函数 空间 .7'(R") 中 的 运算 及 其 性 质 . 


(i) 卷 积 对 Vue .9'(R") 及 pe .F(R"), 则 ww 与 的 卷 积 是 一 个 缓 增 广 
义 函 数 , 其 定义 为 : 


(wxp)P)=uG*y) vyeyR"). 
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定理 3.2.3 如 果 we .7'(R") 且 pe .F(R"), 那么 (w* p) 是 一 个 函数 . 对 
ZE 有" (u* yp)(7) = wu(7z9). 如 记 f(z) = wzO), 那么 fe C™(R"), 且 f 及 其 
各 阶 导 数 均 为 缓 增 函数 . 

证 明 (1) 首先 说 明 f(z) = wz9) 是 C%(R") 函数 . 记 


h= (0,... ,0, hx,0,... ,0) € R", 
了 人 么 
ae LTzHAO) — vu(T2) = (2 ) 
hx hx hx 。 
令 |h| 一 0, 则 由 定理 3.1.3(c) 得 
0 Ba 95 
下 人 vc( - %( 识 )) = 一 (<( 厦 )) (3.2.2) 


下 说 明 让 是 连续 的 . Y z,h e R", 由 (3.2.2) 及 wv 与 7 的 连续 性 


0 
(e+ 有 一 让 四 


ur( 臣 )) = A)] 一 0 (一 0). 
重复 此 过 程 得 , 对 Y 6, Df 存在 且 连 续 , 而 且 
(DSf)(z) = (-DIAu(m(D25) 
(2) 其 次 说 明 f 是 缓 增 的 . 由 (3.2.1) 存在 C,k,m, 使 
Ho = uplsC > pue(rzO). (3.2.3) 


lalg&k,lB|lg<m 


Ppa,B (Tr) 一 SUP lt De g(t 7£)| 
tER"™ 
po t)° DG) 


< CO’ sup lzlle élite | pes)|. 
2 和 
由 于 we (R"), 存在 Co < oo 使 得 supicRn 2 ‘|<lal 上 le Deg(t)| < Oo. 
由 (3.2.3) 知 存在 ke Z+, 使 得 |f(z)| < C”(1 + |zD*. 类 似 地 , 由 于 对 YB eZ7， 
D3g e .F(R"), 同样 可 以 说 明 D5F 仍 是 缓 增 的 . 
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(3) 最 后 说 明 ux 是 函数 . 即 需 要 说 明 对 V we .多 (Rn)， 
(ro) = fat 


事实 上 ， 
a 
而 
a NT J nip(2) W(t)dt 
es Dp (opt)At;. 
由 wv 的 连续 性 及 (3.2.4)， 


“(f. noe) ) = im 让 ,Puno pt;)At; 
= Jlim, 1 nD = | FW 


口 
(i) 微分 : 设 we .7'(R"), 6 e ZF 为 多 重 指标 . 则 v 的 偏 导数 DBw 定义 为 : 
(DAu)j(p) = (-DIelu(Dpp)， Ye eZ(R"). 
因此 , 缓 增 广义 函数 % 的 偏 导数 Dw e .9'(R"). 
例 3.2.3 有 上 的 Heaviside 函数 万 定义 为 : 


; >0, 
H(z) = | 
0， rz<0. 


那么 在 广义 函数 的 意义 下 , 五 的 导数 恰好 为 及 上 的 Dirac 测度 5. 事实 上 , 由 导 
数 的 定义 及 例 3.2.2, 对 任意 的 pe .7 (R) 


Ho) = -00)=- 人 vi=eO=ilp) 


3.2 缓 增 广义 函数 空间 .7'(R") 站 


[ 注 3.2.2] R" 上 的 Heaviside 函数 媚 定义 为 : 


] TX1>0,.….,zn>0 


0, 其 他 . 


不 难 证 明 , 在 广义 函数 的 意义 下 , 百 (zl 22，,… ,zn) 是 偏 微分 方程 元 2 基 - = 6 
的 一 个 解 


(者 ) 平移 : 设 we .8'(R"), he RR". 那么 的 平移 mv 定义 为 : 
(pa =VT-hp)，， Vo EIR"). 
这 样 缓 增 广 义 函 数 v 的 平移 mu e .9'(R"). 


(iv) 线性 变换 : 设 we .7'(R"), 了 为 R" 到 RR" 的 可 道 线性 变换 , 那么 了 对 
u 的 作用 Tw 定义 为 : 


(Tw(p)=|det (DT tp) Voe F(R"), 


这 里 仍 用 工 表示 相 应 于 变换 工 的 n 阶 矩 阵 目 det(T) 为 其 行列 式 , T-! 为 全 的 
道 变 换 , 而 Tip(z) = p(T-1z). 故 缓 增 广义 函数 w 的 线性 变换 Tu e .9'(R"). 


(v) 伸缩 : 设 ve .7y'(R"), a > 0. 那么 以 的 伸缩 mu 定义 为 : 
(Mat) (Pp)=a uM-ip), VpE F(R").. 


从 而 缓 增 广义 函数 4 的 伸缩 mou e .9'(R"). 事实 上 , 取 了 : z 一 az, 运用 (iv) 中 
定义 和 结论 即 可 . 


(Vi) 反射 : 设 we .7'(R"), 那么 缓 增 广义 函数 4 的 反射 立定 义 为 : 
ip)=up), Vpe€E F(R"). 
仍 有 E79'(R"). 事实 上 , 取 了 T 了 :zz 一 一 zx, 运用 (iv) 中 定义 和 结论 即 可 . 


(vii) 乘积 : 设 ve .9'(R"), 则 缓 增 广义 函数 v 与 Schwartz 函数 p 的 乘积 
定义 为 : 


Hore 0) = 


(up)(V) = uP) vye F(R"). 
因此 wp € .9'(R"). 
(viii) Fourier 变换 : 设 we .78'(R"), 那么 缓 增 广义 函数 以 的 Fourier 变换 多 
定义 为 : 
Lp)=up), VpE F(R"). 
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定理 3.2,4 (a) Fourier 变换 是 .7'(R") 一 .2'(Rn) 的 一 一 映 上 的 连续 线性 
映射 . 因而 缓 增 广义 函数 v 的 Fourier 变换 是 可 逆 的 , 其 道 变 换 详 满足 : 


ip)=up), Vype F(R"), (3.2.5) 


其 中 少 记 gy 的 Fourier 道 变 换 . 

(b) 对 fe L?(R") (1 < p < 2), 其 作为 缓 增 广义 函数 的 Fourier 变换 和 其 作 
为 L?(R") 函数 的 Fourier 变换 是 一 致 的 . 

证 明 (i) 先 证 Fourier 变换 在 .9'(R") 上 是 连续 的 . 设 {uk} C .7'(R") 且 
在 分 布 意义 下 w: 一 9 这 里 9 记 作 .7'(R") 中 的 零 元 . 这 样 , 对 Vyp e .F(R")， 
wz) 一 0. 所 以 

te(D) 一 2Uk(O) 一 0， vpe(R"). 

此 事实 说 明 , 在 .9'(R") 中 如 一 9 从而, Fourier 变换 在 .7'(R") 上 连续 设 
ui1,U2 E F(R") 且 科 = ty. 那么 对 Vp €.9(R")， 


~ 
~ 


ul(p) 三 人 (5 = () = (8) = v2(F) = vo(p). 


这 说 明 Fourier 变换 在 .7y'(R") 上 是 一 一 的 . 
对 we .Fy'(R") 及 Vy e€ .F(R"), 注意 到 由 (3.2.5) 式 确定 的 线性 泛 函 是 连续 
的 , 因而 入 e .9'(R"). 这 样 对 Vu e .9'(R") 及 Vy e .9(R"), 


up) = u(B) = 0) = 全 四) (3.2.6) 


即 有 : 尽 = 辫 因此 是 (有 ") 中 立 的 Fourier 变换 , 故 Fourier 变换 在 .7'(R") 

上 是 映 上 的 . (3.2.6) 式 进一步 表明 , 对 Vu e .7'(R"), 衬 是 久 的 Fourier 道 变换 . 
(ii) 应 用 乘法 公式 可 说 明 结论 (b) 对 p = 1,2 均 成 立 . 由 此 进一步 可 知 (b) 

对 1<p< 2 亦 成 立 . 口 


例 3.2.4 Dirac 测度 6 的 Fourier-Stieltjies 变换 . 由 于 对 任意 的 OP E F(R"), 
lw) -5 的 =90 = | vlo)ar = (1,9). 
Rn 
由 此 知 6 三 1. 这 与 例 2.3.2 的 结论 一 致 . 


甸 3.2.5 设 a€ R", 那么 函数 ezrioz 的 Fourier 变换 为 Dirac 测度 6。 特别 
地 , 1 = 6. 事实 上 , 如 记 w= eriaz, 则 we .9'(R"). 对 任意 的 pe .F(R")， 


ap)= ap) = 人 errplojdn= elo) 一 和 op 
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下 面 列 出 9/(R") 中 缓 增 广义 函数 的 Fourier 变换 的 主要 性 质 , 其 验证 留 作 
习题. 


表 3.2 .7'(R") 中 缓 增 广义 函数 的 Fourier 变换 性 质 


WE .8', gE€ .8 | Fourier 变换 
局 
(i) 
(iii) 化 u 
(iv) Thu Ci hy 


G nm 


(Vi Mau, a #0 la| noiid 
(vii) Du (27i€)° 
(vii) (—27iz)°u Dt 
(ix) U*p UP 


(x) Up 亿 * 全 
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在 这 一 节 我 们 将 给 出 与 平移 可 交换 算 子 的 广义 函数 特征 . 


定义 3.3.1 设 ,WY 均 为 定义 在 R* 上 可 测 函 数组 成 的 的 线性 空间 . B 是 
一 的 线性 算 子 . 如 对 Vh e R",vf e YY, B(mh%f) = mm(Bf), 则 称 B 为 平移 
可 交换 算 子 . | 

鲍 3.3.1 固定 fe L?(R") (1 < p< o00). 那么 对 Vg € Li(R"), 令 B(g) = fxg. 
则 B 为 Li(R") 一 L?(R") 的 平移 可 交换 的 线性 有 界 算 子 . 同样 的 , 如 果 固 定 
fe I(R"), 那么 对 Vg € LP?(R")(1 < p< co, 令 T) = fxg， 则 了 为 
L?(R") 一 L?(R") 的 平移 可 交换 的 线性 有 界 算 子 . 


下 面 的 定理 表明 , 一 切 与 平移 可 交换 的 ZP(R?") 一 Lx(R") 的 有 界线 性 算 子 
限制 在 .(R") 上 都 是 卷 积 型 算 子 . 
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定理 3.3.1 设 B 是 LI?(R") 一 I2(R") (1 < p,q < 00) 的 与 平移 可 交换 的 有 
界线 性 算 子 , 则 存在 ve .9'(R"), 使 得 对 Vp e FR"), Bo =u*y. 
先 给 出 下 面 的 引 理 . 


引 理 3.3.2 设 fe I?(R") 有 旦 具有 直到 n+1 阶 的 L? 导数 . 那么 存在 连续 
函数 g, 满足 g(x) = f(x) a.e., 且 


lgO)| < Crp >, ID°flly. (3.3.1) 


lalgnt+1 


证 明 (i) p = 1 的 情形 . 首先 有 如 下 事实 
(+s) PN SI+lzt+ el+. tz) gO 》 leel. 


lalg<nt+1 
因此 
a 
|f (x)| < (TT oe) 2 |z f(z)| 
Ot 
ER > DG 
< ee lpeflh. 
两 边 积 分 得 


人 aaasc 于 pe 


lalgn+1 

因此 fe LL1(R"). 由 定理 2.1.12 存在 连续 函数 9, 满足 g(x) = f(z) ae., 且 
lgO)I < lj sc > peflh. 
lal<nt1 
(站 p > 1 的 情形 . 取 p € CY%(R"), 使 得 当 lz| < 1 时 wp(z) = 1, 当 
pl > 2 时 yp(z) = 0. 那么 pf es Li(R")， 由 (3.3.1), 存在 连续 函数 h(z), 满 
h(x) = p(x)f(z) ae., Ih(0)| < C >ialgntilD*(wpf) 员 . 注意 到 De*(pf) = 
20utv=a Cuwv(D+*f)(D*y), 有 
Ip*(oDl < DB co sup ID’ple) 人 IDej(ejlaz 


Hz=a 


<C > (LU/_ ID*f( (Daz) 


lxlglal 
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这 样 在 iz| < 1 上 ,f=h a.e., 有 |h(O0)| < Gn ID° flly. 因此 只 要 适当 选 
择 2, 可 以 说 明 在 以 0 为 中 心 的 任何 球 上 , f 几乎 处 处 等 于 一 个 连续 函数 g， 口 


现 回 到 定理 3.3.1 的 证 明 . 首先 说 明 对 Vp e .F(R"), B(p) 具有 所 有 阶 的 Za 
导数 . 事实 上 , 由 定理 3.1.3(o, 如 h = (0,… ,0, hx,0,… ,0) < R", 那么 pe 
依 (R") 拓扑 收敛 到 一 识 (当然 也 依 Z2 范 数 收敛 ) (|h| 一 0). 由 于 B 是 与 
平移 可 交换 的 有 界线 性 算 子 , 这 样 在 L? 范 数 意义 下 


TBJO 一 Bp pmp 一 0 _p/ ap 
ee B( 2 ——B a (|h| 一 0). 


此 表明 By 在 La 中 一 阶 导 数 存在 , 且 
oOLBo) _ a( Op ) 


Oxk 和 Oxk 


类 似 地 , 可 以 证 明 By 具有 任意 阶 的 Za 导数 , 且 
De(Bp) = B(D*g), 对 Vpe F(R"), ae Zr. 
由 引 理 3.3.2 知 , 存在 连续 函数 go, 满足 go(z) = Bp(z) a.e., 且 由 (3.1.1) 知 


lgoO)| < 和 C >, lp*(Bp)s =C 2 lB(D°y)ll 


lal<nt+1 lalgn+1 (3.3.2) 
< 2, lBl:lD*ylp <C 》 poply). 
lalgn+1 lBl,lalgnt+1 


如 果 对 p e .F(R"), 令 wi(p) = gps(0)， 那 么 由 (3.3.2) 及 定理 3.2.2 知 ui € 
F(R"). 记 必 = 人 则 必 即 为 所 求 . 事实 上 , 由 定理 3.2.3， 


(vx* Dj)zZ) = UV(Tzb) = ul(T_sp) |] = (Top) 
= Ul(T-_-zp) = gr_sp(0) 
= B(r_sp)(0) = 7_zs(BY)(0) = Bop(z)， 


口 
定理 3.3.3 设 B 是 LP?(R") 一 Ze(R") (1 <g<p<o) 的 与 平移 可 交换 的 
有 界线 性 算 子 , 那么 B 为 零 算 子 . 
证 明 首先 说 明 以 下 事实 ,对 1<p<o 及 Vf es IP(R"), 有 
lim | 十 六 jl。 = 2/?||flly. (3.3.3) 


| 一 co 
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这 是 因为 , (i) 如 果 f 具有 紧 支 集 , supp(f) Cc 4, 那么 当 |h| 充分 大 时 , supp(f) 门 
supp(7hf) = 0. 这 样 


UV+nof = (f+ rene) 


1/ 
( f(a)Padz + | fle — Pas) :059 
SUpPPp(f) supp(7f) 
= 21|fl;. 


i) 设 fe LP(R"), 则 对 Ve > 0 存在 具 紧 支 集 的 函数 g 满 足 | 一 gllp < e/22+1?. 
显然 , ||gjlp 一 fllp| < e/22+1/?, 且 对 任意 的 he R" 仍 有 ||Thf 一 Thg|ls < e/22+1/?. 
由 于 9 具有 紧 支 集 , 由 (3.3.4) 存在 N > 0, 使 得 当 |h| > N 时 , 有 |g + 7hgllp 一 
21/?||gjlp| < s/4. 这 样 ， 


f+ rafllp —2.P) Fl) < Mf + mnflls — llg + Trglls| 
+|llg+ ragllp — 21/?lgll| 
+ |2™/?llglly — 21/?| flly| 
<ée/2+e/4+ée/4= &. 
这 样 (3.3.3) 成 立 . 现 回 到 定理 的 证 明 . 对 Vf e L?(R"), 有 
Bf +7r(Bf)a = |B(f + Taf) a < BI :Nf + 7 fly. 
令 | 有 | 一 00, 由 (3.3.3) 知 214||Bflls < B21?||fllp. 由 于 g <p, 故 
lBflla < 2 2722alH = |B) < BI 27 —> B=0. 口 
下 面 我 们 将 给 出 两 类 平移 可 交换 算 子 的 广义 函数 特征 . 
定义 3.3.2 
(1?, 17°) = {vu € .HF'(R") :3C >0, 使 得 Vp € .F(R"), lu plo < Clopllp}. 
记 了 了 为 LI?(R") 一 L4(R") 的 平移 可 交换 有 界线 性 算 子 的 全 体 , 那么 由 前 面 


的 讨论 可 知 , 9 与 (L?, 9) 之 间 是 一 一 对 应 的 . 下 面 给 出 (Z2, L2) 和 (L1,L!) 的 
特征 刻画 . 


定理 3.3.4 设 ue .9'(R"), Bp =wuxyp 是 (Rm) 门 F(R") 一 L2(R") 的 有 
界线 性 算 子 , 那么 ve (Z2,72) 当 且 仅 当 存 在 be L”(R"), 使 在 .7'(R") 的 意义 
下 , 多 =b. 此 时 有 |Blloo = jbl|lw. 
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证 明 先 证 明 充 分 性 . 对 Vp e .F(R") 及 We .F(R")NL2(R"), 由 表 3.2 (viii) 
及 广义 函数 与 Schwartz 函数 乘积 的 定义 知 

(Gx PP) 一 12(20)| = (py) 

| fe 


< lollollyllzliyll2 < eco. 


< llepllzllwll2 (3.3.5) 


因 .F(R") n LI2(R") 在 L2(R") 中 稠密 ，(3.3.5) 表明 (Vx) e L2(R")， 从 而 
(ur op) e L2(R"), 并 且 


ux pl = (wx plle < 有 lllell>. 


因此 ve (22, £2), IBll(2,2) < lbllo. 

有 反之, 设 we (太太 ), 则 存在 C > 0 使 得 对 Vwp e .F(R"), uxplls < Cllell>. 
取 po(z) = ereP e F(R"), 则 B(x) = (Wx Go)(z) e [2(R"). 下 面 说 明 , Hz) = 
erle| $(z) = B(x)/po(z) 即 为 所 求 . 首先 , 对 一 切 p,w e .F(R"), 由 广义 函数 与 
Schwartz 函数 乘积 的 定义 ， 


ee BrT) 、 
(py) = (2p0)(2/00) = 人 于 全 Gay ds 
= | 50) 9a)w(e) de (8.3.6) 
880) 
现 对 Vw < OP(R"), 取 we .I(R") 使 得 在 supp(y) 上 , = 1 (由 定理 1.1.5 这 
样 的 2 是 可 取 到 的 ), 那么 由 (3.3.6) 


LV) =bY), vecCe(R"). 


由 C>(R") 在 .y(R") 中 稠密 推出 立 = b， 下 面 说 明 be L%(R"), 且 |lbllw < 
Bll(z,zw: 由 于 Bo) = uxy 是 了 2(R") F(R") 一 2(R") 的 有 界线 性 算 子 , 因 
此 对 Vp e (RR")， 


la6ll = ipllz = (wp)llz = lu pll2 
< ||Bllc,2)lpll2 (3.3.7) 
= |Bllc2,2) ll2. 


设 of 为 [2(R") 中 的 单位 球 , 则 对 Vf e sy, 有 bfll2 < |Bll(2,2). 事实 上 , 由 于 
六 (R") 在 L2(R") 中 稠密 , 存在 {Pk} C .F(R") ny, 使 得 {PB4} 依 [2 范 数 收 敛 
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到 /. 因此 存在 子 列 {pk} 几乎 处 处 收敛 到 广 这 样 由 (3.3.7) 
人 fjPan = flim, loop, (ola 
Rn Rn 一 oo 
i 上 low) Pr, (x) dz (3.3.8) 
JJ] 一 CO R”™ 
< BI 
最 后 说 明 be L%(R"), 且 jblloo。 < Bl(2,2): 若 不 然 , 记 
E= {ze 了 " :oz)l > ||Bllc,2)}, 


则 |E|= 5 > 0. 不 妨 设 5 < co. (否则 存在 ke N, 使 得 0 < |EN{z:|zx| < 寻 | < oo， 
此 时 只 需 对 集合 BN {z : |z| < } 讨论 即 可 .) 则 g(z) = Xxg(x)6-12 e oy, 因此 
由 (3.3.8) 知 , ||5g|l2 < Bl.2) 另 一 方面 


1/2 
leol: = ( 人 ple)s- par) se 


此 矛盾 说 明 |E| = 0. 因此 be L%(R"), 且 上。 < Bl|(2,2) | 


定理 3.3.5 设 we.7'(R"), By = 二 uxyp 是 Li(R")N.F(R") 一 L1(R") 的 有 
界线 性 算 子 . 则 we (ZL?, 1!) 当 且 仅 当 存在 jE .NM(R"), 使 在 .7'(R") 的 意义 下 
v= 4. 此 时 , ||Bllo, = lull 

证 明 充分 性 的 证 明 . 对 Vp e .(R"), 由 定理 3.2.3 


er Me 上 ee 


= 人 1 metdut 


< {fw dlar la = lolilale. 


QZ 


所 以 we (二 ,六 )) 且 1Bllaon salwe 
反之 , 设 we (ZDDH). 对 Ve >0, 取 W(x,e) = (4re)-?/2e-lzl /和 e .gy(R"). 
记 we(z) = (wx W(,e))(x). 这 样 对 ve > 0 由 命题 1.3.3， 


je 和 = x W)C, < Bo,y IW ON = 如， (3.3.9) 


(3.3.9) 说 明 {we :es > 0} 按 Li 范 数 关 于 es 一 致 有 界 . 因此 {ws :s > 0} 按 
AM(R") 范 数 仍 一 致 有 界 . 由 于 NM(R") = (Co(R"))*, 而 Co(R”) 是 可 分 空间 , 因 
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此 {ue :6 >0} 在 .MY(R") 中 是 弱 * 列 紧 . 所 以 存在 je .N(R") 以 及 {ex}, 满足 
Ek 一 0 (kk 一 0o0), 使 对 于 Yo e Co(R”") 


Jim epjuesGojdz = ple)dp(e), (3.3.10) 
对 Vw eR"), 记 we(z) = (W(:,e) *)(z) e F(R"), 因此 
A CA 
在 上 式 中 用 sx 替代 s, 并 令 上 一 oo. 那么 由 (3.3.10) 式 
vc) = | Wows (war 人 wajauto) (3.3.11) 
下 面 证 明 , 当 s 一 0 时 在 (R") 的 拓扑 下 , ye 一 少 . 由 定理 3.1.3(d), 对 V6 e 2 ， 
[DP (We -为 (5j= Peia _ Doy(z) 


| 上 [Dey(z —#) — Dey(a)] Ws, od 
-| /Dewees -0 -we) ws od 


] | De [wle ~ VED) ~ wa)] (an) "et /sd 
和 


上 式 表明 当 se 一 0 时 , 关于 z 一 致 有 |Dp(ye 一 从 (2z)| 一 0. 因此 对 ya; Be Z3， 
pue(ye 一 切 = sup |z*° DS (Ye —y)(z)| 一 0 (eo 0). 


即 在 .9(R") 中 We 一. 从 而 由 久 的 连续 性 及 (3.3.11) 知 u(¥) = fh, (7) dp(7). 
最 后 , 由 (3.3.9) 和 (3.3.10) 式 有 


aa 


< ol sup wes li < lel: BI, (3.3.12) 


必 一 方面 , 由 Riesz 表示 定理 知 , Co(R") 上 的 有 界线 性 泛 函 p 一 fh, p(z)dp(z) 
的 范 数 为 pl.x. 这 样 由 (3.3.12) 式 , jj.x < 18lla.5. 从 而 说 明了 1Bll0,1) = 
le. 


对 于 一 般 的 (L?, Z9), 其 特征 是 未 知 的 . 但 有 如 下 的 对 偶 定理 . 


定理 3.3.6 对 于 1<p,g < oo, 如 果 1/p 十 1/p' = 11/g+1/0 = 1, 那么 
(L?, To) = (Z9 ,7TP )， 
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证 明 设 v e (L?, 79), 则 存在 C > 0, 使 得 对 Yep e F(R"), uxplla < Cllell。. 
记 Bo) = wu*w, 那么 B 在 L?(R") 上 有 唯一 的 有 界线 性 扩张 . 其 共 罗 算 子 B* 
为 Ze (BR") 到 Lr (R") 的 有 界线 性 算 子 . 这 样 对 任意 的 po,% e .7(R"), 有 


(Bp ywln)ar = [wo) BW)ar 
Rn Rn 
此 式 表明 , 对 任意 的 0, e .F(R")， 


(BY)(p) = (Bp)(W) = (vx p)(Y) = u(G *Y) 
=ul(W*p)] = * 9p) = (Ga*y)(p). 


这 样 
ix yly = BYlp < Be ,rr :lylle 
= | 如 |zz_ze :|vwlle. 
所 以 去 e (59,L? ). 现 说 明 以 下 事实 : 
ie (LY,L?) > ue (LY,L?). (3.3.13) 


事实 上 , 对 任意 的 pe (RR")， 


Le [oe 
而 
roowlndr = (xp)(W) = i *)) 
= (xDD= /ur BoB) 
因此 


= ||u* gw 


las olp = ,sm | /ex Bo) Vo) 
ESenLP |JR"™ 


lvlpg1 


从 而 (3.3.13) 成 立 . 故 (L?, Ze) C (LY,L?). 同 理 可 证 (LY ,LP?)c(L?,L).， 口 
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bm 


， 证 明 : Schwartz 速 降 函 数 空间 .> (R") 的 等 价 定义 为 : 


FR")={pE CR"): 对 Va,P € Zi4, sup |D'(zcp(z))| < oo} 
ZER” 
= {p ECR"): 对 Va,P eZ?, | lim zr*° Df p(x) = 0} 
={pECTR"): 对 VB € Z? 和 k >0, sup (1+|zxl)*|IDSp(z)| < co} 
ER" 


= {p EC™(R"): 对 VB € ZZ? 和 k > 0, | lim (1+|zP) Dp(x) = 0}. 


Rt 
让 3 和 Iz| < 1， 


0， |z| |， 


| 


证 明 : 罗 e Cee(Rn)， 


,证明 : 存在 p € .F(R"), 使 得 0 < p< 1, supp(%) = {x ER":3<|z|<2), 


且 OO 
》， p27z)=1, 2@#0. 


大 三 一 co 


. 证 明 : 存在 we .F(R"), 使 得 0 < < 1, supp(W) = {zx €R":3< |z| < 2), 


且 
[ wt 
0 化 


。 对 se>0 记 . 丈 ={fpoeZR):O(5=0 当 Ee 人 0 Ug 


证 明 , 对 任意 的 2< p< co, .多 在 L?(R) 中 稠密 . 


.如 对 任意 的 pe (RR), u(p) = 二 忆 :2( 有 证明: we .77'(R). 
. 找 出 满足 如 下 条 件 的 u € .9'(R): 


u(P) = 上 2 pw EIR) 且 2(0) = 0. 


.验证 表 3.2 中 的 结论 . 
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84.1 R” 上 的 调和 也 数 的 基本 性 质 


84.1.1 ”均值 定理 和 最 大 值 原理 


本 章 中 Q 记 R" 中 的 区 域 , 即 Rn” 中 的 连通 开 集 ， 


定义 4.1.1 设 v 是 定义 在 R” 中 区 域 Q 内 的 函数 如果 we C?(9), 且 
对 vz es Q, vv 满足 Laplace 方程 Au(z) = 0, 则 称 4 为 Q 内 的 调和 函数 ， 其 中 
A 站 称 为 Laplace 算 子 . 


不 难看 出 , 如 n= 1, 那么 4 在 民 中 调和 当 目 仅 当 w(x) = az 十 六 此 外 , 直 
接 验证 可 知 Poisson 核 P,(z) 一 Cn tT TD73 是 Rt! 中 的 调和 函数 ， 且 


[m= n>3, 


(4.1.1) 
log |z|, n=2, 


T(z) = { 
也 在 R"\ {0} 中 调和 
运用 调和 函数 的 定义 可 得 下 面 的 结论 : 
命题 4.1.1 (运算 与 调和 函数 的 关系 ) 如 果 包 在 Q 内 调和 , 则 
(i) (平移 不 变性 ) 对 Yh e R", Thu 在 Q+h= {zx 十 h:zeQ} 内 调和 ; 
(i) (旋转 不 变性 ) 对 R" 中 任意 的 旋转 p,u(px) 在 p -10 = {p71x :ze 0} 
内 调和 |; 
(过 ) (伸缩 不 变性 ) 对 Va > 0, u(az) 在 o-19 = {zx/a :xe Q} 内 调和 . 


在 研究 调和 函数 的 其 他 性 质 之 前 , 先 给 出 一 些 记号 . 记 B(x,7) 为 R" 中 以 z 
为 中 心 , 为 半径 的 开 球 体 . (7) 为 其 边界 , 即 Ze(r) = {te R" :|t 一 z|==7}. 简 
记 B(0,7) 为 B(7), E>o(7) 为 (7). 因此 21) = S" 为 R" 中 的 单位 球面 . 函数 
4 在 Zz(r) 上 的 面 平均 定义 为 : 


1 
zr(V) = 一 一 一 一 t')at’, 
Mz r (vu) a a u(s)ds u(z+rt) 


Wn—l 
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其 中 ds 为 Ze(r) 的 面积 元 , dt 为 S"-: 的 面积 元 . 


定理 4.1.2 (调和 函数 的 球面 均值 性 质 ) 设 v 在 区 域 Q 内 调和 . 如 果 球 
Btz,ro) CQ, 那么 对 0<r<gro, 有 (zx) = Mzr(u). 
证 明 (i) 设 E 是 9 中 任 一 个 具有 充分 光滑 边界 65 c Q 的 子 域 . 记 久 在 8E 
上 的 外 法 向 导数 为 鲍 , 则 
Ou 


事实 上 , 令 v(z) 三 1 (ze 日 ,应 用 Green 公式 : 


Ov Ou 
[AS — VAu)dz = 人 Ce 一 "器 ) ds， 


并 注意 到 Av = Av=0 及 讲 =0, 得 到 (4.1.2). 

(ii) 由 调和 函数 的 平移 不 变性 , 只 需 讨 论 z = 0 的 情形 . 任 取 。 满足 0 < s < 
"< To, 则 (4.1.1) 中 定义 的 函数 工 在 B = B(r) \ B(e) 内 调和 . 下 仅 证 %> 3 的 
情形 . (n = 2 的 情形 类 似 可 证 .) 注意 到 ， 


ar _ rp) 


在 2+(r) 上 ， Ga 0 | = (2 —n)rl-”, (4.1.3) 
0 
在 >-(e) 上 ， a = -2 由 = —(2—n)e'—”, (4.1.4) 


这 里 及 下 面 , 2* 和 2- 分别 表示 沿 球面 2 的 法 线 方向 指向 球面 外 侧 和 指向 球 
心 . 由 于 w 了 均 在 B 上 调和 , 由 Green 公式 以 及 (4.1.2) 式 有 


oT Ou oT 
0= /oar-reom= 人 C2 -Tr 剖 ) ds = Mt 


由 (4.1.3) 和 (4.1.4) 式 得 
0 一 人 ds 十 / i ds 
zt On Js-() On 
= / u:(2—n)ri "ds— 人 4 (2—n)e! "ds. 
ZE(7) ZE(e) 


即 


人 m 一 1E7 TF(e) wm 二 177 一 (7) 
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这 样 由 久 在 0 点 连续 ,得 到 


1 
Mo = sr fo) 


1 
二 上 u(x) ds 
wn-1E™ J5(e) 


本 | I ulet )dt’ — u(0) (e — 0). 


Wn—l 


因此 对 任意 的 ze @, 均值 定理 恒 成 立 . 口 


定理 4.1.3 (调和 函数 的 最 大 值 原 理 ) 设 为 8 内 的 实 值 调 和 函数 , 且 满 足 
A= sup u(z) < co. 那么 或 者 4 在 9 中 取 常 值 4, 或 者 对 Vz e 9, 有 w(x) < hh. 
证 明 令 互 {teQ :wt) = 4 如 一 = 0) 则 结论 成 立 ， 现 不 妨 假 
设 巨头 0. 先 说 明 为 闭 集 . 因 业 在 9 内 连续 , 任 取 已 中 的 点 列 {zk}, 满足 
Tk 一 Xo (一 oo). 则 vw(zo) = im v(zb) 二 A. 从 而 zoe 五 . 即 已 为 闭 集 . 下 说 
明 五 亦 为 开 集 . Yzo € EB, 则 存在 ro > 0 使 得 B(xo,70) C Q. 由 球面 均值 性 质 ， 


对 Vr,0 rr<ro, 


A= wl(z0) = 


1 
上 u(xzo + rt)dt 
一 Sm 一 1 


这 样 在 Zoo(") (0 < r < ro) 上 恒 有 w(t) = 4. 事实 上 , 如 存在 to € 2。。(r) 使 得 
u(to) < 4, 那么 由 的 连续 性 知 , 存在 A Cs(7), 使 to eA 且 |A|>0, 是 在 A 
上 w(t) < 4. 这 样 


1 
A— u(x0) wr iT-l J [4 es u(t)] ds 


之 和 
-一 
LU 17?°—1 


/ 0 
A 


但 此 与 wzo) = 4 矛盾 . 这 一 事实 说 明 , 对 Yz € B(zo,ro), 恒 有 w(x) = 4. 因此 
B(zo,ro) CB, 故 忆 为 开 集 . 这 样 CQ 为 既 开 又 闭 的 集合 . 由 于 9 是 连通 的 ， 
因此 或 者 五 = 6, 或 者 互 = 0. 因此 ,或 者 4 在 Q 中 取 值 恒 为 4, 或 者 v 在 9Q 中 
恒 小 于 4. 口 


[ 注 4.1.1] 调和 函数 最 大 值 原理 的 意义 在 于 , 区 域 9 内 定义 的 非常 值 调和 函 
数 在 Q 内 不 能 达到 其 上 确 界 ， 


定理 4.1.4 (Liouville 定理 ) R" 上 有 界 的 调和 函数 必 为 常 值 函数 . 


4.1R” 上 的 调和 函数 的 基本 性 质 91 


证 明 设 久 为 R* 上 有 界 的 调和 函数 . 首先 说 明 , 调和 函数 不 仅 具 有 关于 球 
面 的 均值 性 质 , 也 满足 球体 均值 性 质 . 记 v, = ~ 为 R* 中 的 单位 球 的 体积 . 
由 定理 4.1.2, 对 任意 的 zeER" 及 7 > 0， 


和 
wuZ) = uz) 二 人 pm dp 
从 0 

Nn 7 
-至 | Mz,p(u)p™ dp 
7 Jo 


n 1 三 
-元 人 { e+ py ora (4.1.5) 


Wn-l1 7 


| 

法 u(z++ vy)d 
Vnr™ Jlylgr , 0 
1 


oi 7 
Vn7 Jlz-ylgr 


由 (4.1.5) 对 任意 取 定 的 7X1,T2 ER 及 7r>0 有 


上 u(y)dy 一 上 人 “dl 
注意 到 当 r 充分 大 时 , B(x1,7) 与 B(za,r) 必定 相交 . 因此 有 


u(y)dy. 


pe) -ua 本 


1 
/ u(y)dy 一 / vd 
VnT B(z1,7) B(x2,7) 
< ll ( / w+ / w) 
UnT B(z1,7)\B(z2,7) B(z2,7)\B(z1,7) 
即 有 
lal) -aeajl < le |B(s1,7) A Blz2,7), (4.1.6) 


其 中 B(x1,7) 人 B(x2,7) 为 B(x1,7) 与 B(x2,7) 的 对 称 差 . 现 取 > > d = |z1 一 Z2|， 
那么 

IB(z1,7) A Blza7)| < val(r + ad)" rr-dn=orn-0， 
由 (4.1.6) 知 定理 的 结论 成 立 . 口 


定理 4.1.5 (Liouville 定理 ) 了 ”上 取 正 值 的 调和 函数 必 为 常 值 函数 . 
证 明 设 久 为 R" 上 正 的 调和 函数 . 对 Yz e R", 取 7 > |z|, 那么 由 (4.1.5)， 


i ( 人 u(y)dy 一 人 uay ) 


ee 
< u(y)dy. 
UnT™ JB(z,r)AB(r) () 


u(z) — wu(0) = 
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注意 到 “在 R" 中 取 正 值 , 因此 


| / 
u(7) — u(0)| < u(y)dy 
lu(z) — wu(0)| pp /pe (y) 
/ 

< nn 

Zn7 JB(r+tlz)\B(r-|zl) 
1 / 1 
= 一 u(y)dy 一 — / u(y)dy 

Vn7 JB(r+|zl) Zn7 JB(r—|z)l) 


i 


令 7 一 00 得 , u(z) = wu(0). 即 久 在 RR" 中 为 常 值 函数 . 0D 
下 面 的 定理 说 明 均 值 性 质 完全 刻画 了 调和 函数 . 


定理 4.1.6 设 w€ C2(Q)， 对 任意 的 球 B(z,7), 如 果 Blz,r) C Q, 有 
u(z) = Mz,r(w), 那么 在 9 内 调和 . 


u(y)dy 


人 Ou O2u 
证 明 对 任意 固定 的 x €Q, 记 wy = Dre’ 一 BnOr; 
1 : d? 
人 zol = lim a Messr (wu) 
那么 
d 也 
元 区 (z 十 zt)] = >》 Up(Z + rt ty 
k=1 
及 
ad? / 1 C A 人 NA1 二 AAA AI 
了 [uc +7t)] = AD W(t rt) >》 ， Upj(T 十 rt tt. 
k=1 j=l k,j=1 
所 以 
0 1 d? Me 
Ta Me (u) = 2 县 za lez + rt dt 
= -一 | ee wnj(T + rt tt de. 


k,7=1 


令 r 一 0, 得 到 


1 nN 
My olu) SS > 上 ,Ups (TD)thty dt’ 
n— -JS"n— 
,| jl (4.1.7) ， 
一 ; tt’ dt. 
Wn—1 2 wj (2) J R 
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现 说 明 , 如 有 


人 


yat ={ n 4.1.8) 
Le 上 0 j 关 h | 


那么 由 (4.1.7), (4.1.8) 知 MY ou) = LA 另 一 方面 , 由 w(z) = Msi(u) 知 , 左 
边关 于 7 为 常数 . 因此 Aw = mnAM2 o(u) = 0, 从 而 在 Q 内 调和 . 因此 剩 下 只 需 
证 明 (4.1.8) 式 . 当 j 二 时， 


Ss =/ w= | (+ 座 +…+t)a =n t2dt, 
S" -1 Sm 一 ! Sn—1 


因此 
Wn— 
上 to 
Sm 一 1 nN 


当 j 关 上 时 , 定义 R" 中 的 旋转 
p(B ml (Ty yl i i 光 


如 记 f(t) = 世故 , 那么 


人 Aa a 上 ~ f(p(t))at. 


1 1 1 7 Jp/ 
上 dt = 一 上 区 上 


故 当 了 尖 大 时 ， | , ttrdt' == 0. 即 (4.1.8) 式 成 立 . 口 


这 样 


事实 上 , ve C2(Q) 的 条 件 还 可 以 减弱 . 


定理 4.1.7 (调和 函数 的 球面 均值 特征 ) 设 ve C(Q), 且 对 任意 满足 B(z,7) C 
Q 的 球 B(z,r), 有 wu(z) = Mzr(w). 那么 在 9 内 调和 , 且 vwe C™(0). 
- ”证 明 任 取 zo € Q, 那么 存在 ro > 0 使 得 B(zo,70) < 9， 取 径 向 函数 
2E 9(R"), 满足 


supp(p) c {fz:lzl <1 及 上 elzjaz =1. 


对 Ye > 0, 记 Ye(z) = 去 2(2). 对 Vz e B(zoro), 令 uc(z) = (wx* pe)(7), 显然 
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us E Co (了 及"). 并 且 
a a u(x — t)pe(t)dt 
uc 人 ) (一 bp 
S| 上 uzT—rt)pe(r)r™ dt dr (4.1.9) 
0 Jsn-! 


在 
一 上 rm Lpe(r) Wn—1 (二 / u(z 一 ra) dr. 
0 LOm 一 1 Sm 一 1 


只 要 取 < 充分 小 有 x 一 et e B(zo,ro). 那么 对 任意 的 7,0<r<s, u(x) = 
Mar(u). 由 (4.1.9) 


Ue(T) = wn_1u(7) | mm pe(r)dr = u(x) | pe(X) dx = u(x). (4.1.10) 


(4.1.10) 式 告 诉 我 们 , 对 Yz € B(zo,ro), 只 要 s > 0 充分 小 , 在 B(z,e) 中 心 便 
与 一 个 C (Rn") 函数 等 同 . 注意 到 微分 是 个 局 部 人 性质 以 及 zo € Q 的 任意 性 知 
EC 0). 运用 定理 4.1.6 的 结论 知 久 在 0 内 调和 . 口 


推论 4.1.8 设 {wx} 为 区 域 8 内 调和 函数 列 . 如 {us} 在 9 的 每 一 个 紧 子 
集 上 一 致 收敛 于 w, 那么 在 9 内 调和 . 

证 明 因为 9 为 区 域 , wx 均 在 9 内 调和 , 因此 wi 均 在 Q 内 连续 . 又 由 {us} 
在 Q 的 每 一 个 紧 子 集 上 一 致 收敛 于 wv, 故 可 知 业 在 9 内 连续 . 为 证 明 久 在 Q 内 
调和 , 由 定理 4.1.7, 只 需 说 明 在 9 内 满足 均值 性 质 即 可 . 

任 取 ze 9, 那么 存在 ro > 0, 使 得 有 (z,ro) c 9. 由 调和 函数 均值 定理 ( 定 
理 4.1.2) 知 , 对 任意 的 有 以 及 0 < r < ro, 有 wr(7z) = Mzr(uxr). 由 于 {ux} 在 
2Zz(r) 上 一 致 收敛 于 w, 因此 


uo) = Jlim, wor(an) 
上 Ugp(T + rt dt 
Sm 一 1 


1 
三 上 lim wx(z + rt)at 
8 


Wn—1 .JS -1 KK 一 co 


ee 上 uz +rt)dt = Myr(u). 
Sn—1 


Wn—l 
即 “ 在 9 内 满足 均值 性 质 . 辐 


推论 4.1.9 (调和 函数 的 球体 均值 特征 ) 设 ue C(Q). 则 在 Q 内 调和 的 
充分 必要 条 件 是 对 任意 满足 B(z,r) c 9 的 球 B(x,7), 下 面 的 等 式 成 立 : 


Mszr(u) = Vor(u). (4.1.11) 
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这 里 Vz,r(w) 称 为 4 在 球 B(z,r) 上 的 体 平均 , 其 定义 为 : 


1 
Vir(d) = 一 -一 上 ) Yo 


vnTr™ 


证 明 如 4 在 Q 内 调和 , 那么 由 定理 4.1.2 和 (4.1.5) 即 知 (4.1.11) 成 立 . 下 
证 充分 性 . 设 B(a, R) C Q. 对 任意 的 0<r< RR, 由 (4.1.11) 式 有 


1 1 
UU ad 二 ?LS ds. 
上 本 (y)dy 二 站 二 (5) 


因此 
"/ (/ sas)a=7 u(s)ds. 
a a 
Pp(7) = Oe u(s)ds, 
那么 


局 | ne 
两 边关 于 了 微分 知 2 满足 以 下 微分 方程 : 
ro (r) + (1—n)p(r)=0. 
从 而 存在 与 7 无关 的 常数 c 使 得 yp(7) = cr"-1. 故 由 (4.1.11) 式 


网 < 
TUm TUnymTI Atar(u) = Vasr(w). (4.1.12) 


(4.1.12) 表明 在 B(a,r) 上 的 体 平均 Yar(w) 与 7 无 关 . 由 wv 的 连续 性 , 至 少 存 
在 B(a,7) 内 一 点 zo 使 得 w(zo) 等 于 均值 Vor(w). 又 注意 到 (4.1.12) 式 对 任意 
小 的 7 均 成 了 并, 故 必然 有 zo = a. 再 次 应 用 (4.1.12) 式 及 定理 4.1.7 知 和 在 QQ 内 
调和 |. 口 


[ 注 4.1.2] 推论 4.1.9 中 函数 的 连续 性 是 必需 的 . 事实 上 , 如 果 久 为 0 内 的 
调和 函数 , 而 v 与 4 仅 在 有 限 个 点 上 取 值 不 同 . 那么 v 仍 满足 (4.1.11) 式 , 但 它 
显然 不 是 Q 内 的 调和 函数 . 


定理 4.1.10 (Harnack 不 等 式 ) 设 忌 为 Q CR" 内 的 非 负 调 和 函数 , 那么 对 
9 内 的 任 一 有 界 子 域 Q 如 0 c 9, 则 存在 常数 C = C(n,Q,91) > 0, 使 得 


sup u(Z) < C inf w(x). 
EQ ZE 
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证 明 不 妨 设 v 不 为 常 值 函数 . 对 任 一 zo em, 取 ” > 0 使 得 万 (co 条) c 0. 
对 VX1, XT2 E B(xo, 7), 由 (4.1.5) 


1 1 
三 一 -一 dy < -一 一 dy, 
(7) vnr™ J uy)dy VnT™ ee way 


1 1 
二 > 
um) = 二 上 > 人 ey 


因此 , 对 Vz1, zz E B(xo,7), u(7Z1) 和 3"u(zo). 这 样 


sup vu(z)<3" inf wl(z). (4.1.13) 
rEB(zo,T) ZEB(zo,r) 


由 于 Q1 有 界 且 9 c 9, 故 存在 z1,x2 e Qi 使 得 


uz1)= sup vu(z) 及 wl(z2) = inf w(x). 
TENT ZEN 


设 7 是 含 在 Qi 中 并 连接 zi,za 的 弧 线 . 现 取 r > 0 使 得 4r < inf{ly— y| : 
ye 00,y € 001}. 由 Heine-Borel 有 限 覆 盖 定 理 ， 存 在 正 整数 有 = (9,， Q1), 
使 得 01 被 最 多 个 半径 为 7 的 球 所 覆盖 . 从 而 7 被 最 多 4 (4 < 上) 个 半径 为 
” 的 球 所 覆盖 . 从 z1 所 在 的 球 开始 ， 在 每 个 球 中 依次 运用 (4.1.13) 式 ， 便 可 得 


u(Z1) < 3snu(zo). 口 
推论 4.1.11 设 {wx} 为 区 域 9 内 单 增 调和 函数 列 . 如 存在 y e Q, 使 得 
{uk(y)} 收敛 , 那么 对 Q 人 y 的 有 界 子 域 0 0 C 0, {ux} 在 mi 中 一 
致 收敛 于 一 个 调和 函数 . 
证 明 任 给 = > 0, 存在 NN € N, 使 得 当 j >k>NN 时 有 0< |uj(y) 一 ux(y)| < 
E. 由 Harnack 不 等 式 


sup (uj(z) 一 wz(z)) < CO inf (ui(z) — ux(z)) 

rTENT ZEN 
< C(uj(y) — ux(y)) (4.1.14) 
<Oe: 


此 处 C 仪 与 n, 9, 91 有 关 . 由 (4.1.14) 及 推论 4.1.8 知 {us} 在 Qi 中 的 极限 函 
数 在 01 内 调和 |. 口 
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84.1.2 ”R" 中 球 内 Dirichlet 问题 的 解 及 其 应 用 

经 典 的 Dirichlet 问题 是 : 设 9 为 R" 中 的 有 界 区 域 , f 为 定义 在 其 边界 99 
上 的 连续 函数 , 那么 是 否 存 在 一 个 在 0 上 的 连续 函数 v, 满足 : 

{ Avw(z) = 0, ZE 0， 
ua(Z) = f(z), rz EON. 

如 果 这 样 的 w 存在 , 那么 % 是 唯一 的 (见习 题 四 (2) ). 先 看 Q 为 单位 球 的 情形 . 
我 们 将 指出 , 运用 单位 球 上 的 Poisson 核 便 可 解决 单位 球 内 的 Dirichlet 问题 

定义 4.1.2 R" 中 单位 球 上 的 Poisson 核 p(s',7X) 定义 为 : 


1 一 |zZ|? 1 1 一 7? 


0 


p(s", 7) = 


其 中 +=|z|<1,1s'|=1,0 为 x 与 s' 的 夹 角 , cos0 = 一 


定理 4.1.12 单位 球 上 的 Poisson 核 p(s',z) 具有 如 下 性 质 : 
(a) Ys'e8Sn" 及 |z|<lp(s,z) > 0; 
(b) 当 |z| < 1 时 , {4»_1 p(s', 2)ds’ = 1; 
(c) 对 z eS"-1, 令 z= 二 77'(0 <r<1). 则 对 任意 的 6 > 0, 极限 
lim | snr)as 二 心 
关于 2'€ S"1! 一 致 成 立 . 
证 明 (a) 显然 成 立 . 
(b) 的 证 明 : 通过 直接 计算 可 知 , 对 Vs' € S"-1 p(s',z) 关于 zx 在 |z|<1 内 
调和 , (实际 上 可 验证 , p(s',zx) 关于 z 在 R"\ {s'} 内 调和 .) 由 调和 函数 均值 定 
理 (定理 4.1.2) 知 ， 


1 = wn-1p(s’,0)= 


上 wp_1p(s rz dz/ 
Sn—1 


Wn—l 


(4.1.15) 
上 D(s rz )dz/. 
Sn—1 


注意 到 s',x'€ S"-1, 计算 内 积 得 |rz' 一 s'| 二 |rs’ 一 2. 这 样 


1 1-7? 1 1 CC 
Wn_1 |rz 一 swn il rw 一 


p(s',77') = 
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由 (4.1.15) 及 上 式 知 (b) 成 立 . 
(c) 的 证 明 . 注意 到 
1s 一 zz 二 |s 一 rz 二 1 一 278 .2 十 7 
一 (1 一 六 )” 十 2r(1 一 cos0) > 2r(1 一 cos0)， 


另 一 方面 , 62 < |s' 一 x 小 = 2(1 一 cos0), 因此 |s' 一 zj? > r62. 这 样 
1 1—r2 

/ p(s', rx’ )ds’ a 一 一 一 ds 
|s’—2’|>56 |s’—z’|>6 Wn—l |z 一 $ | 


< L / eh ds 

0 

< 于 
rn/26n 


很 清楚 , 上 面 的 极限 关于 xz’'€ S"-! 是 一 致 的 . 口 


运用 单位 球 上 的 Poisson 核 p(s',7z) 的 性 质 , 可 以 解决 单位 球 内 的 Dirichlet 
问题 . 


定理 4.1.13 设 /在 Sn"-! 上 连续 . 函数 
| f(t p(t, z)dt, Iz| <1, 
vu(z) = S"—1 
f (7), |z| 一 1, 


在 |z| <1 内 调和 , 在 |z| < 1 上 连续 . 

证 明 首先 证 明 在 |z| < 1 内 调和 . 由 定理 4.1.7, 只 需 说 明 久 在 |z| <1 内 
连续 并 且 在 |z| < 1 内 满足 均值 性 质 . 对 任意 的 |z| < 1 及 he R" 使 得 |z+h| <1， 
由 Poisson 核 p(#, zx) 在 单位 球 内 的 连续 性 ， 


ole + uo < ,Opt pe, oa 0 M20. 


一 0 (7 一 也. 


兄 一 方面 , 任 取 zo € B(1) 及 0<r<1-lzol, 则 Blzor) C B(1). 由 p(s',zx) 在 
单位 球 内 的 调和 性 , 我 们 得 到 


上 u(xot+ rt )dt = 上 ( f(s')p(s’', zo+ rt)ds) dt 
n—1 LOm 一 1 Sn—1 Sn—1 


Wn—l 
1 


四 Sn—1 f(s) (去 ee PO rt) ) BB 
ss 上 f(s)p(s', zo)ds’ = wzo) 
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下 面 说 明 v 在 |z| < 1 上 连续 ， 显 然 只 需 讨论 u 在 Sn-: 上 的 连续 性 . 任 取 
zb E Sn-1, 首先 证 明 当 z 沿 2 同一 向 色 趋 于 z 时 , u 是 连续 的 . 由 条 件 可 知 / 
在 S"”… 上 一 致 连续 . 因此 对 任意 的 es > 0, 存在 5 > 0 使 得 对 任意 的 9 ,te Sn-1 
当 |5 一 如 系 6 时 有 
If(s) — f(t)| <e. (4.1.16) 
现 记 z=rz0,0<r<1. 对 上 述 5>0, 由 定理 4.1.12(b) 有 
ale) ~ ua) 人 MGO = Fob)lp(es rab)as 
=- HI) 一 Hb)lplesrabas 
ls 一 zbl<5 
+ MGO 一 Feg)lplssrzbjas 
|s’—z01>56 
:二 卫 十 了 J]. 


对 于 五 , 由 (4.1.16) 及 定理 4.1.12(b) 有 


站 二 / |f(8) = f (zh) p(s rz0)as < 
Is/—zhl<6 


男 一 方面 , 由 f 在 S"-! 上 连续 知 存在 常数 C > 0 使 得 


sup |f(z)| <C. (4.1.17) 
ES-1 


应 用 (4.1.17) 及 定理 4.1.12(c), 当 z 一 z0 (等 价 地 ,7 一 1) 时 ， 


I < 2C D(s ,rz0)ds' 一 0. 
|s’—z0|>6 


因此 对 任意 的 x6 € S"1, vv 在 沿 z 同一 向 径 在 zl 处 连续 . 
第 二 步 , 假定 ze S"-1 且 |zx|<1 为 Bo(1) 中 任意 点 , 记 Z = rz (0<r< 
1). 一 方面 , 由 /在 S" ! 上 一 致 连续 知 , 对 任意 的 s > 0, 存在 5 > 0, 使 得 对 任 
意 的 s',t ES"1 当 |s' 一 t|<51 时 ,有 


|f(s") — f(t)| < ef2. 
这 样 当 lz 一 z0| < 6 时 , 由 第 一 步 的 结论 存在 62 > 0, 使 得 当 1 一 r+ < 52 时 


|u(z) 一 wz < e/2. 
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现 取 0<5< 3 min{61, 62}. 那么 当 |z 一 zi| <5 时 有 ， 
1—r=|zx0|—|z|<|z0—z|<6<6 
及 
Izo—z|<|z0 -z+|z m2 |=|z -z+(l—r)<2<6. 
因此 
utz) — uzo)| < lu(z) 一 wz 十 lw(z 一 wzg)| 
= |w(z) —u(2)|+|f(2) — f(z0)| < <. 

从 而 和 在 |z| < 1 上 连续 . 口 

应 用 命题 4.1.1 可 以 得 到 及 "中 任意 球 内 的 Dirichlet 问题 的 解 . 

推论 4.1.14 设 zoeRn",a>0. 7 在 2 上 连续 , 那么 函数 


lz — zol? 


PE ed A / 
-| sh fot ,le 


f(z), lz 一 zol=a 
在 B(xo, a) 内 调和 , 在 B(xo,a) 上 连续 . 
面 给 出 推论 4.1.8 和 推论 4.1.14 的 应 用 . 


定理 4.1.15 设 {wx} 为 区 域 8 内 调和 函数 列 . 如 {ux} 在 Q 的 有 界 子 域 工 
的 闭 包 工 上 一 致 有 界 , 且 TC 9. 则 存在 子 列 {wx;} 一 致 收敛 于 一 个 工 内 的 调 
和 和 函数 v. 

证 明 我 们 分 三 步 完 成 其 证 明 . 

(i) 首先 说 明 {ux} 在 工 的 任 一 闭 子 集 KK 上 是 等 度 连续 的 . 事实 上 , 由 {ux} 
在 工 上 一 致 有 界 知 ，M = | < oo. 任 取 闭 集 KK CTT, 那么 由 Borel 


有 限 复 盖 定理 知 ， 存在 QK > 0 使 得 对 任意 的 XO0E K, B(xo,ak) cI. 又 由 {wx} 
在 子 区 域 工 内 调和 , 对 Vx e B(xo,axk) 


—|2— zol? 


1 
Uk(T) = 一 一 一 tk(20 十 GK 夫 一 人 -一 一 一 一 
2 ee es ee zo) 一 axt" 


事实 上 , 由 wk(zo +ag()) 在 Sn" -1 上 连续 , 并 应 用 推论 4.1.14 以 及 球 上 Dirichlet 
ee (4.1.18) 式 成 立 . 由 (4.1.18) 式 有 


Be (0)| = 


dt. (4.1.18) 


/| Wk(To 十 axt )t dt'| < 2 M. (4.1.19) 
Wn—1QK Js"n-— QaK 
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(4.1.19) 式 说 明 , {他 : (Zz)} 关于 jk,z 在 天 上 是 一 致 有 界 的 . 运用 (4.1.19) 式 知 
对 任意 的 大 以 及 zy e K,， 


n3/2M 
Qk 


luxr(2) — ux(y)| = [Vur(é)(z 一切 | 和 Iz —Yyl. (4.1.20) 


(4.1.20) 告诉 我 们 , {un} 在 KK 上 是 等 度 连续 的 . 

(ii) 其 次 说 明 存在 子 列 {wy} 在 工 的 任 一 闭 子 集 天 上 一 致 收敛 于 函数 坟 
由 于 {wx} 在 K 上 等 度 连续 且 一 致 有 界 , 应 用 Arzela-Ascoli 定理 知 , {ux} 在 天 
上 按 C(K) 范 数 是 列 紧 的 . 因此 存在 子 列 {wx,} 依 C(K) 范 数 收敛 到 一 个 函数 u. 
注意 到 K 为 闭 集 , 故 子 列 {wx,} 一 致 收敛 于 %. 

( 阁 ) 最 后 完成 定理 的 证 明 . 因 工 开 , 故 可 构造 一 列 闭 子 集 Ki, 满足 


Kickc.cT, 且 [JK;=T. (4.1.21) 


对 于 到 i, 由 (i 知 , 存在 {ux} 的 子 列 {ub} 在 Ki 上 一 致 收 全 于 vi. 由 于 {u 人 9} 
仍 满足 在 9 内 调和 , 在 工 上 一 致 有 界 , 因此 由 (i),(ii) 的 结论 知 , 存在 {fu4} 的 子 
列 fu 如) 在 Ka 上 一 致 收敛 于 函数 w, 且 vo 在 Ki 上 的 限制 为 wi. 重复 上 述 过 
程 , 我 们 得 到 {wx} 的 子 列 套 


{ux} 了 {ut} D:D {ut} 了 .….， 


使 得 对 i= 1,2,… , {wi} 在 Ki 上 一 致 收敛 于 w, 上 且 六 在 ES<7T<i1T 上 
的 限制 为 v;. 现 对 i=1,2,…, 记 bi(z) = 磁 (z), 这 里 ww(z) 是 fu 多 } 的 第 i 个 
函数 . 那么 对 任意 的 j, 最 多 除去 前 面 的 j 一 1 项 之 外 , {2;} 是 {wi} 的 子 列 , 因而 
在 K; 上 一 致 收敛 于 vj(j = 1,2,…). 这 样 , 得 到 工 内 定义 的 函数 wz), 其 在 K; 
上 的 限制 为 v;(z). 由 (4.1.21) 可 知 , {5;} 在 工 的 任 一 闭 子 集 上 均一 致 收 伍 于 
由 推论 4.1.8 知 ,v 在 工 内 调和 . 口 


定理 4.1.16 (调和 函数 的 反射 原理 ) 设 区 域 Q C Rn"+l, 关于 R" 对 称 . 即 : 
如 (z,y) = (zz ,Zn;9) sn, 则 (z,-J) ee9. 如 Q 内 的 连续 函数 以 满足 
u(z,Yy) 二 一 v(x, 一, 且 在 0+ =: {(z,y) € QQ:y > 0} 内 调和 , 则 在 Q 内 调和 . 
证 明 因为 在 9+ 内 调和 ,因此 对 V(x,y) e Qi，(Aw)(z,y) =0. 而 


—(AW(z, -Y) = (AW(z,y) = 0, 


所 以 在 9 =: {(z,y) sgQ:y < 0} 内 也 调和 . 因此 只 和 需 证 明 v 在 Qo =: 
{(7x,y) eE 9 :y= 0} 内 调和 即 可 . 
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任 取 (zo,0) s Qo, 那么 存在 a > 0 使 得 B((zo,0),a) Cc Q. 因 在 Q 内 连续 ， 
自然 在 9B((zo,0),a) = 2zoo(a) 上 也 连续 .由 推论 4.1.14, 存在 B((zo,0),a) 
内 的 调和 函数 w(x,y), 使 得 对 Y(z,y) e B((xo,0),a) 有 ， 


2 2 
0 — |(x — xo, Y)| 1 
一 一 一 一 ti aas) 一 一 一 一 dl ds/， 
wnQl—n te |(Z 一 20 — at’,y— os’)|n+1 


这 里 S™ 记 Rt 中 的 单位 球面 ， (t,, 5") 一 ( 首 ， Ts es 5s") € S". 此 外 ， 在 2(zo .0) (a) 
上 w(z,y) = v(x,Yy). 由 于 w(zo 十 at',as') = 一 u(xo 十 at, 一 as') 以 及 


w(Z,Yy) = 


|((z— zo —at’,—as)|"tl = | — zo—at,as)|"t!, V(t,s) eS". (4.1.22) 
这 样 当 yy = 0 时 , 由 (4.1.22) 


1 | 
wo0) = vars rot atas) ee | i dt’ ds’ 


Tz— zo— at’,—as’)|"+l 


1 a2 — |(z— zo 0)|? 
二 一 一 = + 二 / = / 
WnQl—n 人 Us )1G 一 20 — at’,as’)|"+!1 ” 
1 a2 — |(z 一 zo;0)|? 
= 一 一 一 人 -u(r tas1) 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 ds/ 
wnaQl-n WA |(Z 一 zo 一 at’,—as’)|"+! 2 
= 一 w(zZ, 0). 


由 此 知 w(z,0) = 0. 另 一 方面 , 由 条 件 知 , 对 任意 的 (zo,0) e Qo, w(zo,0) = 0. 这 

样 在 B((xo,0),a) 的 上 半球 面 2+ 以 及 B((zo,0),a) nmR" 上 wz,y) = w(x,Y). 

由 于 ww 和 vv 均 在 此 半球 体 的 内 部 调和 , 应 用 习题 四 第 2 题 (这 知 , 在 此 半球 体内 

w(Z,y) = (2;,2). 同 理 可 证 在 B((zo,0),a) 的 下 半球 体内 仍 有 w(z,y) = wz, 9 

故 必 在 B((xo,0),a) 内 调和 . 由 (zo,0) s Qo 的 任意 性 知 v 在 Qo 内 调和 . 口 
推论 4.1.17 设 v 在 


R? 一 :RU(R"x{0)={z 人 JEeR?+:y>0} 


上 连续 , 在 了 ?+1 内 调和 , 且 在 R* 上 为 零 . 那么 如 果 灾 在 R?+l 内 有 界 , 则 以 恒 
为 零 

证 明 通过 反射 将 延 拓 至 有 "+ 上 , 记 其 为 uo. 那么 由 调和 函数 的 反射 原 
理 (定理 4.1.16) 知 , wo 在 有 "+ 上 调和 . 由 于 wo 在 了 "+1 内 有 界 , 由 定理 4.1.4 
知 wo 在 及 "+1 上 为 常 值 函数 , 从 而 wo 在 及 "+1 上 人 恒 为 零 . 故 久 在 Rrt* 上 亦 恒 
为 零 . 口 

[ 注 4.1.3] 推论 4.1.17 中心 在 下 + 内 有 界 的 限制 不 可 缺少 . 例如 , wu(z,yg) = 二 y 
满足 推论 4.1.17 的 其 他 条 件 , 但 以 在 民 ?+* 上 不 恒 为 零 . 此 例 还 说 明 , 当 Q 为 无 
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界 区 域 RR?+1 时 , Dirichlet 问题 的 解 是 不 唯一 的 . (u(2 人 = 和 wz 人 三 0 均 
在 区 域 民 + 内 调和 , 上 且 在 边界 了 ”上 均 有 边 值 f = 0.) 但 车 添加 w 的 有 界 性 条 
件 , 则 由 推论 4.1.17, Dirichlet 问题 的 解 是 唯一 的 . 


84.2 ” 屎 人 ”上 调和 函数 的 边界 值 


34.2.1 边 值 为 L?(R") 函数 的 调和 函数 特征 


定理 4.2.1 
(a) 设 jemeR") (1 和 pp<oco). 则 /的 Poisson 积分 .在 了 ?+l 内 调和 ; 
(b) 设 jeE HM(R"). 则 的 Poisson-Stieltjies 积分 在 R"*+! 内 调和 |. 
证 明 (a)v 在 R41” 内 连续 性 可 从 Poisson 核 ,在 R?+! 内 的 连续 性 得 
到 . 由 定理 4.1.7, 只 需 验证 在 R”+! 内 满足 球面 均值 条 件 即 可 . 任 取 (zx0, yo) e 
及 人 + 那么 由 忆 在 了?+l 内 的 调和 性 


人 人 wa 十 人 ,yo 二 rs dc (do = dlds)) 
一 mf 让 f(z)Pyorrs' (To + rt — z)dzdo 
-人 f(z2)wn- Ptrs' (To + rt — z)dodz 
= 人 f(z)Py, (zo — z)dz = u(xo, yo). 


从 而 久 在 R*+t! 内 调和 . 
(b) 只 需 验 证 在 RF?+" 内 满足 球面 均值 条 件 即 可 . 任 取 (zo,yo) e R"+1, 那 
么 由 Poisson 核 在 R"*+! 内 的 调和 性 


1 
| u(xzo+rt,yo+rs)do (do = dt'ds’) 
NYS 
1 
二 上 / Ptrs' (To+ rt — 2z)du(z) do 
Wn, n Rn 


1 
一 由 (二 a Ptrs'(To+rt 一 a)do ) du(z) 


一 上 Po(zo — z)du(z) = u(xo, yo). 
Rn 
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从 而 v 在 R*+! 内 调和 . 口 
定理 4.2.2 设 /es C(R") nzZce(R"). 那么 函数 
(f 米 P,)(z), (x, y) € Re 
un) =1 J 


在 R?+! 内 调和 , 在 R"+1 上 连续 . 

证 明 由 定理 4.2.1(a) 知 和 在 R?+' 内 调和 . 显然 炎 在 了 ?+ 内 连续 . 因此 仅 需 
证 明 v 在 及 ”上 连续 . 任 取 zo e R", 由 于 f 在 zxo 点 连续 , 故 对 任意 的 s > 0, 存在 
n>0, 当 上 <n 时 ,|f(xo 一 一 f(xo)| < ef/2. 令 F= {re€R":|z—zol < m/2)}, 
那么 FF 为 R" 中 的 紧 集 ， 由 推论 1.3.5(a) 知 , 对 上 述 s, 存在 m。> 0, 使 得 当 
0 <y<m 时, 对 任意 的 zeEF 

|u(z,y) — f(z)| < /2. (4.2.1) 
这 样 , 对 上 述 s, 取 0 < 6 < min{m/2,m2}, 那么 对 V(x,y) Ee 了 如 |(z,y) 一 
(x0,0)| < 6, 那么 |z 一 zo| <6<mn/2 且 yy <5<wm. 这 样 由 (4.2.1) 有 
wz yp) — u(xo0,0)| < lu(x,y) — f(z)|+|f(z) — f(zo)| < ce. 
即 v 在 (zo,0) 点 连续 . 口 

[ 注 4.2.1] 对 于 fe C(R")mZece(R")， 定 理 4.2.2 给 出 了 了 ?+ 上 Dirichlet 

问题 的 一 个 解 u. 现 令 
_ f uz,Y) +Yy, (z,y) € R?+), 
40(Z， y) Se { f(z), y = 0. 
那么 容易 验证 ,wo 亦 在 了 ?+1 内 调和 , 在 了 ?+T 上 连续 . 此 事实 表明 ， 上 半空 间 
Dirichlet 问题 的 解 不 是 唯一 的 . 
由 定理 4.2.1 知 , 如 fe L?(R") (1 < p< oo0), 那么 了 的 Poisson 积分 在 RR?+1 


内 调和 . 下 面 我 们 将 讨论 反 向 的 问题 , 即 对 于 R*+! 内 的 调和 函数 w 在 什么 条 件 
下 , 4 是 一 个 L? 函数 的 Poisson 积分 . 


定理 4.2.3 如 在 RR?t? 内 调和 , 且 存 在 p (1< p< o) 以 及 C>0 使 得 


supllu(,y)llp < C<o%. (4.2.2) 
y>0 
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(a) 当 1<p<go 时 ,存在 fe L?(R"), 使 是 f 的 Poisson 积分 ; 
(b) 当 p= 1 时, 存在 jE .N(R"), 使 是 的 Poisson-Stieltjies 积分 ; 
(0) 对 p=1, 如 当 y 一 0 时 , u(.,y) 按 Li 范 数 满足 Cauchy 条 件 , 即 : 


lim lal, y1) 7 u(., y2)||1 =0. 
y1;y2—0 


那么 存在 fe Li(R"), 使 4 是 f 的 Poisson 积分 . 
定理 4.2.3 的 证 明 有 赖 于 下 面 两 个 引 理 . 
引 理 4.2.4 如 以 满足 定理 4.2.3 的 条 件 , 则 存在 4 = 4A,p > 0 使 得 
ul, Wl = sup lu(z,y)| < A Cy-™?. 
ZE 了 
特别 地 , v 在 每 个 本 征 子 空间 及 ?+ =: {(z,g) € R"+1 : y > yo > 0} 上 有 界 . 
证 明 只 需 证 明 1 < p < co 的 情形 . 任 取 (z,y) e RR?t1, 以 (zx,y) 为 中 心 ， 


y/2 为 半径 作 球 , 则 该 球体 积 为 w+1 (3#)”. 由 调和 函数 满足 球体 均值 条 件 ( 见 
(4.1.5)), 因此 当 1<p<oo 时 


lu(z,Y)| < Iu(é, Mlaé dn 


Dh 
vnt1 ($)™ Jice,m (el<y/2 


1 1/p 
< 一 al/ ulé Mak dn ) 
vnt1(¥) |(é,n)—(z,9)1<y/2 


1/p’ 
x (mn a 


/p 
< ( 人 eaean) 


< OAnpy +h/Pyl/? 一 CAn py"™/?. 


特别 地 , 在 R?tl, 有 |u(z,y)| < CAnpys "7. 口 


引 理 4.2.5 如 包 在 RR?*+t! 内 调和 , 并 在 每 个 本 征 子 空间 Re 上 有 界 . 那么 
对 任意 的 y1,y2 > 0， 


me . ulb yn) P(e tat. (4.2.3) 


证 明 任意 取 定 yo > 0 以 及 (zx,y) ER?+1, 令 wlz,g) =u(z,y 十 ). 那么 由 
4 在 及 + 内 调和 以 及 在 每 个 本 征 子 空间 上 有 界 知 : 
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Qi) w 在 R*+! 内 调和 ; 
(让 ) ww 在 了 ?+ 内 有 界 ; 


(i) w 在 RYT 上 连续 . 
另 一 方面 ， 由 于 2 yo) € C(R") Nn Lo (R"), 令 
wi (x,Y) = 上 ult, yo)Py(z —t)dt, (ER 
人 (Z， yo)， ) 0. 


那么 由 推论 1.3.4(a) 知 , wi 在 RTt 内 有 界 . 且 由 定理 4.2.2, wi 在 RR?+! 内 调和 ， 
在 Rr 上 连续 . 现 令 h(z,y) = w(x,y) 一 wi(z,y). 那么 hh 在 RR?t! 内 调和 并 有 
界 , 在 R?+TE 上 连续 , 目 在 R” 上 h(x,0) = w(z,0) -wi(z,0) 恒 为 零 . 那么 由 推论 
4.1.17, 刀 在 及 人 上 恒 为 零 . 即 对 任意 的 y > 0， 


u(z,Yy + Yo) = wz,y) = wi(x,y) = 人 tu 人 (to) 忆 (z —t)dt. 口 


定理 4.2.3 的 证 明 (a) 当 1 < px< 和 co 时 , 由 条 件 (4.2.2), 习 的 L? 范 数 关于 vy 
一 致 有 界 . 因为 L?(R") (1 和 2/ < co) 是 可 分 的 Banach 空间 , 任 取 点 列 {yn} 满 
足 yk 一 0 (k 一 00), 那么 {u(x,yx)} 作为 I? (R") 上 的 有 界线 性 泛 函 是 弱 * 列 
紧 的 . 因此 存在 {u(x,yx)} 的 子 列 {u(z, wx;)} 以 及 Je L?(R"), 使 得 {u(x, yx,)} 
弱 * 收敛 于 f. 即 : 对 一 切 ge Lr? (R"), 有 


pm | uo) = {f(a 
现 取 g(t) = P(x 一 ,那么 
Jlim, ) ut yi P(r — tat = OP,(e -tdt. (4.2.4) 


另 一 方面 , 由 引 理 4.2.4 知 % 在 了 ?+ 内 调和 及 在 每 个 本 征 子 空间 上 有 界 , 应 用 
引 理 4.2.5 得 


lim 上 u(t, yk; Py(T —t)dt = lim v(t, yx; +y) = v(t,y). (4.2.5) 
J 一 co JR? 一 co 
由 (4.2.4) 和 (4.2.5) 式 得 
ub) = ffOP le dat 


(b) 当 p = 1 时 , 任 取 点 列 {yx} 满足 多 一 0 (k 一 o0), 由 (4.2.2) 知 ， 
{wv(z, yx)} 作为 Co(R") 上 的 有 界线 性 泛 函 是 一 致 有 界 的 . 应 用 Banch-Alaoglu 定 
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理 ， 存 在 子 列 {u(z,yxy)} 以 及 je .N(R"), 使 得 {u(x,yn,)} 弱 * 收敛 于 人 取 
已 人 一 ) ECo(R"), 那么 
人 u 亿 gp)Po(z 一 四 dt = | P(x —t)adn(t). (4.2.6) 
由 (4.2.5) 和 (4.2.6) 得 ， 
ab) = | Bile Dard) 


(0) 如 当 y 一 0 时 ,a(.,g) 按 避 范 数 满足 Cauchy 条 件 , 那么 存在 fe Li(R")， 
使 得 

jim llu(,y) — fh =0. 

J 


因此 对 任意 的 9 e L%(R") 
上 u(t,y )g(t)dt 一 上 f(t)jg(t)at (y — 0). (4.2.7) 
Rn Rn 
现 取 g(t) = 已 (z 一 引 , 那么 由 (4.2.7)， 
Wy Ne / FO 0 (4.2.8) 
RR R” 


另 一 方面 , 由 (4.2.3) 和 (4.2.5) 
[uP bat uy +) by) (y=0) 
最 后 , 由 上 式 和 (4.2.8) 得 ， 
u(t,y) = 上 f(t) P(x — t,y)dt. 口 


[ 注 4.2.2] 由 定理 4.2.3, 当 1<p<goo 时 , 条 件 (4.2.2) 给 出 了 RR?+t! 上 调 
和 函数 是 一 个 Poisson 积分 的 特征 , 进而 可 推出 其 非 切 向 边 值 的 存在 性 ( 见 下 面 
Fatou 定理 ) . 定理 4.2.3 的 结果 在 下 面 的 意义 下 是 最 佳 的 : 对 于 满足 0<p<1 
的 每 一 个 p, 存在 民 ?+ 上 调和 和 函数 以 满足 条 件 (4.2.2), 但 当 y 一 0 时 , 习 在 到 " 
上 不 能 几乎 处 处 存在 非 切 向 极限 . 

然而 可 以 证 明 ， 当 久 在 RFt 内 调和 且 对 0<p<1 满足 (4.2.2) 式 , 则 极 
限 lim w(z,y) 在 缓 增 广义 函数 的 意义 下 存在 . 即 存在 ve .9'(R") 使 得 对 任意 的 
p ESR") 

lm /ue pln)ds = olp) 


特别 地 , 极限 v 唯一 地 决定 了 wv ( 见 [3]) . 
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84.2.2 ”调和 函数 的 非 切 向 极限 


由 第 一 章 的 讨论 知道 , 一 个 L?(R") (1 < p < co) 函数 f 的 Poisson 积分 在 
R" 上 几乎 处 处 存在 径 向 和 非 切 向 极限 ( 见 推论 1.3.4 和 定理 1.3.8) . 在 本 节 我 
们 将 讨论 RT+* 内 一 般 调 和 函数 (不 必 是 I?(R") 中 函数 的 Poisson 积分 ) 在 R" 
上 的 非 切 向 收敛 问题 . 


定理 4.2.6 (Fatou 定理 ) 设 在 及 ff 上 调和 . 如 存在 1 < p < oo 使 得 
(4.2.2) 成 立 , 那么 4 在 R" 上 几乎 处 处 存在 非 切 向 极限 . 即 存 在 R" 上 的 函数 了 ， 
对 任意 的 a > 0 及 几乎 所 有 的 ze R” 


Df) Ca 


其 中 : 
(a) 当 1<p<o 时 ,为 了 的 Poisson 积分 ; 
(b) 当 p=1 时, f(z)dz 为 .MVM(R") 中 测度 的 绝对 连续 部 分 , 且 忌 为 风 
的 Poisson-Stieltjies 积分 . 
证 明 因 % 在 RY "上 调和 且 满 足 (4.2.2), 当 1 < p 和 co 时 , 由 定理 4.2.3 知 
u 是 某 L?(R") 函数 的 Poisson 积分 . 再 由 定理 1.3.8(b) 知 (4.2.9) 成 立 . 
当 p=1 时 , 由 定理 4.2.3,v 为 .6(R") 中 测度 的 Poisson-Stieltjies 积分 . 
由 Lebesgue 分 解 定理 ( 见 [42]) , 存在 fe L1(R"”) 使 得 dy(x) = f(x)dzx + dns(z), 
其 中 js 与 Lebesgue 测度 相互 奇异 . 因此 


uz,y) = Py* pz) = Py* f(7) + Py * ps(7). 
一 方面 由 定理 1.3.8(b), PB * f 在 了"” 上 的 非 切 向 极限 几乎 处 处 为 f/， 另 一 方 
面 , PP * js 在 R" 上 非 切 向 极限 几乎 处 处 为 零 ( 见 [15]), 因此 结论 (b) 成 立 . 口 


由 于 非 切 向 收敛 性 是 局 部 性 质 , 而 条 件 (4.2.2) 是 整体 性 质 , 因此 一 个 自然 
的 问题 是 : 如 果 必 在 了 ?+ 的 局 部 满足 较 (4.2.2) 更 弱 的 条 件 , 那么 4 在 R" 的 
局 部 是 否 仍 具 有 非 切 向 收敛 性 ? 下 面 我 们 将 讨论 这 个 问题 . 为 此 , 先 给 出 非 切 向 
有 界 的 定义 . 

定义 4.2.1 设 h>0, 对 zoER"* 及 a>0, 称 

2(zo) = Toa(xo)N{(2,y) E RYt1 :0 <y<h} 

为 高 为 疡 的 截 锥 , 这 里 Fa(zo) 为 以 (zo,0) 为 顶点 , a 为 锥 度 的 锥 ( 见 定义 1.3.5) . 
设 下 为 定义 在 了 ?+ 上 的 可 测 函数 , 对 于 zo e R", 如 存在 h > 0,a > 0 及 C > 0 
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使 得 
sup |F(z,W|&C<o%, 
(x,y)ETh (x0) 


则 说 五 在 zo 处 非 切 向 有 界 . 
[ 注 4.2.3] 易 知 ,如 以 在 RR?+l 上 有 界 ,那么 其 在 民 * 上 必然 非 切 向 有 界 , 但 
反之 不 然 . 
定理 4.2.7 (局 部 Fatou 定理 ) 设 v 在 了 "+l 上 的 调和 , 并 在 Rn 的 正 测度 
集 上 处 处 非 切 向 有 界 . 那么 在 妃 上 几乎 处 处 存在 非 切 向 极限 . 
我 们 将 通过 下 面 两 个 命题 来 完成 定理 的 证 明 . 
命题 4.2.8 设 久 在 R?t* 上 连续 , 在 R" 的 具有 正 测度 的 有 界 集 媚 上 处 处 
非 切 向 有 界 . 则 对 任意 的 es,a, 九 > 0, 存在 紧 集 Bi C 及 M = Meia， h) > 0， 
使 得 
(a) |E\Ei| < ei 
(b) 对 任意 的 (z,y) s Uscm Ia)， lu(z,W)| < M. 
命题 4.2.9 设 久 在 Rit 上 调和 , CR" 为 紧 集 如 对 任意 的 wa > 0 及 
h>0, 


(z,9) € () Te(z0) 时 lu(z,WD| <1. 
Zz0EE 


那么 对 a.e. ze EB, wu 存在 非 切 向 极限 . 

定理 4.2.7 的 证 明 不 妨 假定 马 为 有 界 集合 . 由 于 妈 在 Rt! 内 调和 , 故 以 在 
RS 上 连续 . 由 命题 42.8, 对 任意 的 ke N, 存在 紧 集 BB c 忆 使 得 1BNVBk| < 
且 对 任意 的 a> 0,h > 0, 存在 Mi = M(k mw 月 > 0 (不 妨 可 取 Mk > 1), 使 得 


lu(z ,| < Mi, vz,y)e () Te(ro). (4.2.10) 
ro0EER 


由 久 在 Re+t 上 调和 , 知 二 也 在 R*+1 上 调和 , 且 对 紧 集 Bs c 媚 由 (4.2.10) 


By ye U Meo 
’ XoEEk 


由 命题 4.2.9， 过 vt y) 在 下 上 ae. 存在 非 切 向 极限 . 因此 v 在 下 上 ae. 存 
在 非 切 向 极限 . 令 Eo = UP Eh, 则 EocB, 且 
IE\Bol < |E\Erl < > se 
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这 样 |Bo| = |Bl, 即 “ 在 吾 上 ae. 存在 非 切 向 极限 . 品 


这 样 ,余下 只 需 给 出 命题 4.2.8 和 命题 4.2.9 的 证 明 . 在 证 明 命题 4.2.8 之 前 ， 
先 给 出 可 测 集 密 点 的 定义 及 其 基本 性 质 . 设 Cc R" 可 测 . 如 点 ze R" 满足 : 
.|B(z,T NE| 
"Br 一 
则 称 z 为 可 测 和 集 巨 的 密 点 . 有 关 密 点 的 一 个 重要 结论 是 : 可 测 集中 几乎 所 有 的 
点 都 是 自身 的 密 点 . 事实 上 , 设 万 为 R" 中 的 可 测 集 , xz 为 五 的 特征 函数 , 显然 
XE E Lioc (R"). 应 用 Lebesgue 微分 定理 (定理 1.2.9) ， 
.|B(z,7r)NE| .. 


1 
lim = lim | xE(t}adt 
7 一 0 1B(z， 7)| 7 一 0 Vn7r? |t—z|<r ( ) 


= lim =/ xEp(z —t)dt 
[tl<r 


1， (4.2.11) 


7 一 0 UnT™ 


一 XBE(Z) 一 1，8.e， TEER. 


命题 4.2.8 的 证 明 该 证 明 将 分 三 步 完 成 . 
第 一 步 证 明 : 则 对 任意 的 s > 0, 存在 0 < ao,ho < 1，Mo > 0 及 可 测 子 集 
Eo C ,使 得 
(GD |E\ Eol < 8/2; 
(ii) 对 任意 的 (z,y) € Uzoego T(z0),， lu(z,Y)| < Mo. 
对 meN, 记 


Bn = {zo0€ BE: lu <m, (2,y) ETT)). 


先 说 明 En 为 可 测 集 ， 事 实 上 En, 为 闭 集 ， 设 zo 为 Em 的 任 一 极限 点 ， 则 
存在 {zh} < Bm, 使 得 zs 一 zo (k 一 o0)， 任 取 (zy) ET 到 (zo), 那么 
|z' 一 zo < 去 Y. 因此 存在 6 > 0 使 得 lz' 一 zol < 6 < 去 y. 另 一 方面 , 存在 N, 当 
5> 时, |zk 一 zol < (二 多 一 5)/2. 所 以 


1 1 
lz —zN| <|z —zol+|zo—zN|<6+ (=Y -6)/2 < 元 乡 


因此 说 明 (z,y) e Tf 至 (zw). 又 注意 到 zw < Em, 因此 lu(z,y)| < mm， 由 
(z',y) ET 至 (zo) 的 任意 性 知 , zo e Bm. 即 Em 为 闭 集 . 下 说 明 


E= U En,. (4.2.12) 
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只 需 说 明 已 C Uzm-i Bm. 任 取 zo e 媚 由 于 在 zo 处 非 切 向 有 界 , 故 存在 
ao > 0,ho > 0 及 Mo > 0, 使 得 当 (z， 幼 E Th (x0) 时 , |u(z,g)| < Mo. 这 样 , 取 
二 < min{Qo, ho, eh 那么 Tho (x0) D>TY(x0), 且 


1 
lu(z,W)| < Mo < m， 对 V (x,Yy) € TY (zo) < To (zo). 


因此 zo € En， 故 (4.2.12) 成 立 ， 现 记 Ex = UP Bn. 由 (4.2.12) 知 = 


eo < m, 对 V (z,W) € LU rT¥(eo) (4.2.13) 


TOEBES, 


事实 上 ， 任 取 Vxo € EB; 则 存在 1 < ko < mm 使 To €E Epo. 这 样 r¥ (zo) C 
r 剖 (zo). 而 对 任意 的 (zy) < T 刘 (zaj, 有 hu(z, 胡 | < io < m. 因此 对 任意 的 
(z,9) ET 入 (zo), 有 lu(z,)| < m. 即 (4.2.13) 成 立 . 对 任意 的 。 > 0, 存在 想 ， 
使 |E\ Es | < e/2. 现 令 ao=j= 夫 < 1 Mo =7no > 0. 如 取 Bo = EE%, 那 
么 由 (4.2.13) 知 结论 (ij 成 立 . 
第 二 步 证 明 : 对 任意 的 6 > 1, 存在 M = M(e,6) 及 紧 集 Eoo C ,使 得 

(iii) | 五 \ Eoo| < &; 

(iv) 对 任意 的 (z,y) € Uegoo Te(zo)， lu(z,W| < M. 
由 第 一 步 的 证 明知 Bo 可 测 , 且 |B\ Eo| < s/2. 由 (4.2.11) 


lim fr(2) a lm 一 1 a.e.7€ bo. 
运用 Egoroff 定理 , 对 任意 的 s > 0, 存在 可 测 集 Boo C Bo, 使 得 |Bo0 \ Eoo| < s/2， 
且 当 7 一 0 时, f(z) 在 Boo 上 一 致 收敛 于 1. 这 样 , 对 任意 的 0< 7 < 1, 存在 
0<ro<1, 当 0<r<ro 时， : 
IB(z, 7) N bol 
|B(z, 7)| 


因 有 和 界 , 因此 不 妨 假定 Eoo 为 紧 集 , 则 结论 (ii) 成 立 . 下 面 只 需 证 明 , 对 任意 
的 6 > 1,u(z,y) 在 UsoegosT9(z0) 上 一 致 有 界 . 对 V6 > 0, 记 


45 := ( U rgo)) 门 多 > 5 


TOE Eoo 


之 9， VZ E Eoo. (4.2.14) 


112 第 四 章 调和 函数 


由 于 w(x,y) 在 了 ?+ 上 连续 且 有 界 , 故 wz,y) 在 4; 上 一 致 有 界 . 因此 问题 
归结 为 证 明 w(z,y) 在 U。-s Ts(zo) 上 一 致 有 界 . 现 取 5 = ro/26, 那么 对 第 一 
步 证 明 中 确定 的 ao (0<ao<1g<B) 及 ho 有 
U rc () re’). (4.2.15) 
ZEBEoo 7'EEo 
不 然 的 话 , 存在 zo < Eoo 及 (2,y) es T6(zo) 使 得 对 任意 的 we Bo, |x 一 x'| > ooy 
注意 到 aoy < By 及 |z 一 zol < By, 因此 Bo(aoy) C (Bzo(2By) \ Bo). 这 样 
[Bo (2By) NN 五 0| 二 [Bz, (26y)| 二、 1B-(aoy)| 
IBzo(2BY)| ” [Bz, (2BY)| 
_ (26y)” — (ooy)” 
(2By)” 
=1— (a0/28)". 


因 2By < 265 = ro, 如 预先 取 7 > 1 一 (ao/26)", 则 与 (4.2.14) 矛盾 .这样 由 
(4.2.15) 及 第 一 步 的 结论 (让 , 存在 Mo > 0, 使 得 
lu < Mo， Vzy)e () rg(zo). 
ZoE Eoo 
如 记 u(x,y) 在 As 上 的 上 界 为 Mi, 那么 取 M = max{Mo, M1), 则 第 二 步 的 结论 
成 立 . 
第 三 步 现 运 用 上 面 的 结论 完成 命题 4.2.8 的 证 明 . 由 结论 (ii),(iv), 对 任意 
的 e>0 和 keN 存在 Mx,e > 0 及 紧 集 EE。 CB 使 得 
(Vv) |E \ Ek,e| < e/2; 
(wi) 对 任意 的 (z,9) € Usoep, .TX(z0)， lu(z, WD)| < Me. 
现 令 Bi = 门 1 Bx,e, 则 Bi 仍 为 五 的 紧 子 集 , 且 满 足 


IB\B|= | UE \ Br) 
k=1 


oo 
< DIE\ El <E. 
k=1 


又 对 任意 的 a,h > 0, 取 上 = maxf{[al, | 及} 十 1, 那么 存在 M = M(e,a,h)>0 使 
得 当 (x,y) €E Uscm .T(z0) 时 lu(z, 了 )| < M. 注意 到 及 C Ere 及 


U recoc () mzo), 


Z0E 五 1 TOE Bk,e 
因此 , 存在 M = M(e,a,h) > 0 使 得 
lu(z, | < M, Vlz,y)€ () re(zo). 口 


Zo0EB!1 
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命题 4.2.9 的 证 明 对 任意 给 定 的 a > 0,h > 0, 记 尺 = 【jr4(zo). 对 


Zz0EE 

meEN, 邻 
u(z, 二 )， (x, 去) E 及 ， 
0， (z, 广 ) 秋 尺 ， 
这 样 对 Ym, |pm(z)| < 1. 由 {em(z)} 一 致 有 界 以 及 L1(R") 的 可 分 性 知 , {pm} 
作为 L(R") 上 的 有 界线 性 泛 函 列 是 弱 * 列 紧 的 . 故 存在 pe L>(R") 及 子 列 
{pmj}, 使 其 弱 * 收敛 于 p. 显然 |p(z)| < 1. 

现 对 y > 0, 分别 记 pm(x,y) 和 yp(z,y) 为 pm 和 的 Poisson 积分 . 那么 对 
(z,y) € RP, pmj (2,Y) — p(T,Y) (0 — 00). 男 一 方面 , 对 Vm 记 wpm, (z,y) 满足 


Jm(Z) = { 


ug 十 二) = pr (9) + ns (1,9) (4.2.16) 
3 


的 极限 存在 , 记 其 为 y(z,y). 它 必然 满足 


u(x,Yy) = p(x,Yy) + (zr,Y). (4.2.17) 


因 yp(z,y) 是 L%(R") 函数 的 Poisson 积分 , 由 定理 1.3.8, p(x,y) 在 RR* 上 几乎 
处 处 存在 非 切 向 极限 .因此 我 们 只 需 证 明 (zx,y) 在 BB 上 几乎 处 处 存在 非 切 向 
极限 即 可 . 下 面 将 看 到 , (zx,y) 在 巨 上 的 非 切 向 极限 为 0. 

为 此 , 我 们 构造 函数 五 , 使 其 在 BE 上 几乎 处 处 存在 非 切 向 极限 0 且 在 尺 
上 控制 了 % 记 了 R 的 边界 9R = 6B =: Bo U Bj, 其 中 Bo =: BN {y = 0}, 
B+ =: BN{y > 0}. 对 y>0, 令 H(z,y) = C[(xge * 忆 )(z) 十 如 , 其 中 C > 0 待 
定 . 则 五 满足 以 下 性 质 : 

人 五 在 及?*+ 上 调和 ; 

i) 五 在 RY"' 上 非 负 ; 

(十) 在 B+ 上, H(zx,y) > 2; 

(iv) 互 在 已 上 几乎 处 处 存在 非 切 向 极限 0; 

(V) Iw(z, | < H(z,Y), (2,y) € R. 
下 面 验证 及 满足 上 面 5 条 性 质 . (i)(ii) 是 显然 成 立 的 . 现 说 明 (过 ), 记 


B+ = Bi UB?， 其 中 : Bl =: BjNn{y=h}，B? =:BLN{0<y< 有 由 . 
先 考虑 Bi. 取 C > 2/h, 则 


H(z,h) > 2/hl(xge * Pi)(x) + >2, V(r,y) € Bi. 
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现任 取 (z,y) < B84, 则 B(z,agy)nm 瑟 = 0. 若 不 然 , 设 & € Blz,ay)mn 忆 那么 
Iz 一 引 < ay, 即 有 (x,y) ETa(&). 但 此 与 (z,y) e B3 矛盾 . 因此 ， 


XEc(t)y 
Hl) 2 0 | 
y 
小 (lz tl? 十 Wt 
1 
一 “ 7 ——— dt. 
ee nm 全) 


因此 只 要 C 取 充 分 大 , 可 使 对 Y(z,y) € B4, H(zx,y) > 2. 

运用 定理 1.3.8(b) 易 知 互 在 忆 上 几乎 处 处 存在 非 切 向 极限 0, 即 (iv) 成 立 . 
最 后 给 出 (v) 的 证 明 . 因为 w 和 pm 均 在 R?+ 上 调和 , 因此 由 (4.2.16) 知 , wm 
亦 在 Ri+ 上 调和 . 只 需 证 明 


H(z,Y) + bmj (zy) := hi (TY) 2 0, V2,y) € R. (4.2.18) 
先 看 有 者 不 然 , 存在 so > 0 及 (zo,yo) E RR, 使 得 hii, (zo,yo) < 一 e0. 记 
G={(r,y) ER: ht (x,y) < ~eo}. 


由 于 G 为 有 界 无 限 集 (可 由 及 有 界 以 及 由 ,的 连续 性 得 到 ) , 故 G 必 存 在 极 
限 点 (z*,y*). 以 下 说 明 必 有 (z*,y*) € B. 事实 上 , 如 果 (x*,y*) 4 8, 则 Gc RR. 
由 于 hih, 在 G 上 调和 且 在 G 上 达到 其 最 小 值 , 且 此 最 小 值 亦 为 tt, 在 及 上 的 
最 小 值 . 但 由 调和 函数 的 极 值 原理 , hk, 在 尺 上 调和 , 故 其 最 小 值 只 能 在 9R 上 
达到 |. 

(1) 如 果 (z*,y*) € B8;， 此 时 存在 {(zk,yr)} C G C R 使 得 (zk 外) 一 
(2*,y*) (k 一 00). 由 此 推出 , ht,(z*,9*) < 一 eo. 这 样 , 由 (4.2.18) 及 (4.2.16) 得 


H(z°,y) + eo < wm,(7*,y)| < 2. 


但 此 与 性 质 (这 ) 矛盾 . 

(2) 如 果 (zx*,y*) e Bo0. 那么 x* Ee 巨 且 人 w==0. 此 时 存在 {(zxk,yx)} CGCR 
使 得 (zx,yk) 一 (2*,0) (k 一 00). 注意 到 pmj(z,y) 是 pm (z) 的 Poisson 积分 ， 
且 ypm,(z) 在 x* 处 连续 , 因此 pm (x,y) 在 (z*,0) 存在 非 切 向 极限 pm,(z*). 故 
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对 Va>0, 当 (xk,yp) ETa(x*) 时 


lim (zk, 
(Zk,Yk)— (7z*,0) pm; ( k Yk) 


1 
| ( k, Yk 人 pm ( 天 wm)| 
一 由 (2Z”， 翅 ) i (z*) =0. 
另 一 方面 显然 有 


lim ht (xr,yk) < —eo. 4.2.20 
(Zk,yk)— (2*,0) ms (Pha Yt) , ( ) 


因此 由 (4.2.19), (4.2.20) 有 


lim H(zk, < lim hi (zr, 二 lim , (Tk, Yk 
(Zk,Yk)— (7*,0) ( yt) (Zk,Yk)— (ZT*,0) mi( . ) ee : ) 


< —é€0. 
但 此 与 性 质 (i 矛盾 . 这 样 对 hh, 我 们 证 明了 (4.2.18) 式 . 同 理 可 证 , 对 于 hz, 
(4.2.18) 式 仍然 成 立 . 因此 
H(z,y) > Iwm, (zy, V(r,y) eR. 


故 性 质 (v) 成 立 . 由 性 质 (iv) 即 知 , %(z,g) 在 妃 上 几乎 处 处 存在 非 切 向 极限 0. 
从 而 v(z,y) 在 已 上 几乎 处 处 存在 非 切 向 极限 . 这 样 完成 了 命题 4.2.9 的 证 明 . 口 
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84.3.1 ”球面 调和 函数 的 性 质 


由 定理 2.2.9, 7Z2(R2?) = 守信。 9 人 其 中 每 个 54 在 Fourier 变换 下 不 变 . 
我 们 希望 在 维 数 ” > 2 时 获得 类 似 结果 . 在 n= 2 时 , {ei**}rez 起 了 非常 本 质 
的 作用 . 在 ”> 2 时 , 起 相同 作用 的 是 球 调和 函数 . 

记 928 为 及" 中 一 切 复 系数 上 阶 齐 次 多 项 式 的 全 体 ， 即 ， 


PE = {Pz): Pz) = > ouzc，a=(anaa an)E24] 
[lal=%k 
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则 有 如 下 结论 : 

(a) BR 的 维 数 dim( BR) :一 只 三 CT 1 一 OCR 1 

事实 上 , 注意 到 单项 式 z?, |a| = 的 全 体 是 ZR 的 一 个 基 . 因此 该 基 中 元 
素 的 个 数 恰好 为 满足 ai + aa 十 … 十 an = 大 的 非 负 整数 a1, a2,… ,an 所 有 可 
能 取 法 的 总 数 . 它 可 如 下 得 到 : 将 大 个 黑 球 排 成 一 排 , 再 将 n 一 1 个 红 球 任意 地 
播 进去 , 便 得 到 这 个 黑 球 的 一 个 分 组 , 它 对 应 着 非 负 整数 al, a2,… ,an 的 一 
种 取 法 . 因此 所 有 可 能 取 法 的 总 数 为 在 上 十 n 一 1 个 黑 球 中 将 其 中 任意 n 一 1 个 
黑 球 染 成 红 球 的 方法 的 总 和 , 即 是 C4_1. 

(b) 在 98 中 引入 内 积 : 


(P,Q) = P(D)Q, YP,Q € ZR, (4.3.1) 


其 中 P(D) 为 由 P(z) 确定 的 微分 算 子 . 注意 到 对 YP, 8 es BR, (P,Q@) 是 一 个 确 
定 的 复数 . 我 们 仅 看 单项 式 的 情况 . 设 P(z) = aax*, Q(z) = bez2, 那么 


0， a pb, 


Q1lQ2! Qn! Qabg, Qa=p. 


P(pG=1 


此 外 , (P,Q) 满足 如 下 性 质 : 

(i) (P,P)=0 > P=0; 

(ii) (Pi + P,Q)= (P,Q) + (P,Q); 

(iii) (P,Q) = (8, P); 、 

(iv) (P,AQ + MQ) = 和 APG)+》X(PQ) 

事实 上 , 如 记 P(z) = > a-k Qax”, 那么 (P,P) = 2 [laal?2aila2! an!, 
从 而 (i) 成 立 . 而 (i)-(iv) 则 是 显然 的 . 因此 Br 按 (4.3.1) 定义 的 内 积 构成 一 个 
内 积 空间 . 容易 看 出 , FZ 还 是 一 个 Hilbert 空间 . 


定理 4.3.1 (2 的 分 解 定理 ) 记 Br 中 调和 多 项 式 的 全 体 为 of". 则 有 如 
下 的 分 解 定理 : 
PE = A BN] A 2 BB Nr oA ae (4.3.2) 


其 中 当 为 偶数 时 4 = k/2, 当 为 奇数 时 4 = (k 一 1)/2， 因 此， 对 任意 的 
Pe rr, 则 有 


P(z) = Py(w) + Ie Pi(z) + :+ lel Pa(z), (4.3.3) 


这 里 DP; C p21 为 k— 27 阶 齐 次 调和 多 项 式 ， 7 0, 1 ) 
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证 明 不 妨 假定 大 > 2. 令 p(P) = AP, 这 里 人 为 了" 中 的 Laplace 算 子 . 则 
yp 是 23 到 2BY ,的 一 个 映射 . 由 于 Br_, 是 Hilbert 空间 ,而 p(B?) C Zr ， 
为 闭 子 空间 , 因此 

PR = oP) DB (PPR)). 


下 面 说 明 (2( 罗 1) = {0}, 即 2 是 映 上 的 . 若 不 然 , 存在 8 e Pr_,, Q 了 关 0 使 得 
对 YP € Br 
(AP, Q) = (Q, AP) = 


特别 地 , 取 P(z) = lzl|?Q(z) e B72. 那么 P(D) = AQ(D). 由 上 式 ， 
= (Q, AP) = Q(D)AP = AQ(D)P = P(D)P = 0 P). 


由 性 质 (i) 得 P==0. 但 此 与 @ 头 0 矛盾 
对 2<j<<k, 记 


= {P(x) € 7 : P(x) = |z|Q(7), Q(z) € By} = oF 
则 2 为 多? 的 闭 子 空间 , 且 还 有 
Pr = HA? BP. (4.3.4) 


为 证 (4.3.4) 式 , 先 说 明 绷 cC cp 事实 上 , 设 Pe Br?+. 则 对 任意 的 R(z) = 
lzFe@z) es 2 


= (R,P) = AQ(D)P = Q(D)AP = (Q, AP). 


在 上 式 中 取 Q = AP, 那么 AP=0. 即 有 了 e wr. 反之, 任 取 P e wr 及 任意 
的 R(z) = |zPQ(z) e 有 天, 则 有 
(R,P) = AQ(D)P = Q(D)AP = (Q, AP) = 0. 
因此 wr Cc 1 故 (4.3.4) 成 立 . 重复 运用 (4.3.4) 式 便 得 (4.3.2). 
最 后 ， 由 正 交 分 解 定理 , 对 任意 的 Pe 8%, 存在 唯一 的 PEthr 及 QE 
Rs 使 得 
P(x) = Po(z) + Iz Q(z). 


对 Q(z) 和 j =k 一 2 再 次 应 用 (4.3.4), 得 到 唯一 分 解 
Q(z) = Pi(z) + IzP Q(z), 
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其 中 咏 € ofr 及 Qi e 99_，. 重复 上 述 过 程 便 得 到 分 解 式 (4.3.3). D 


定义 4.3.1 称 xz 为 阶 球体 调和 函数 空间 cdr 在 单位 球面 S"-! 上 的 
限制 记 为 2", 称 为 大 阶 球面 调和 函数 空间 ，. 略 " 中 的 函数 简称 为 阶 球 调和 
函数 . 因此 

Hr = {Y(z):Y(z) = P() P(z) € or}. 


注意 到 对 VP(z) € sfr, P(x) = IzKY (年). 因此 8 : P(z) 一 了 (z') 是 
2 一 or 的 一 一 映 上 的 线性 映射 ， 从 而 构成 ct 一 26r 的 同 构 上 映射 . 故 由 
(4.3.4) 当天 > 2 时 


dim%"” = dimozj" 一 dm22p 一 dim ZY ， 
= dk — dk_2 


CR k—2 
二 Or pp1 6 Cn tk_3: 


当 n= 2 时, dim. 和 ”= 2. 事实 上 , 取 P(z,y) = (Zz 十 iy)* € 922 (k > 1). 由 
P 为 解析 函数 , 故 AP(z,y) = 0. 现 记 P(z,y) = u(x,y) 十 iv(z, 了 . 那么 由 


AP(z,y) = Au(z,y) + iAv(z,y) =0 
得 Au(z,y) = Av(z,y) = 0. 因此 w,v e 42. 另 一 方面 , 记 
P(x,y) = (rez) = rt(cosk0 + isink0) 
及 记分 别 为 u,v 在 S 上 的 限制 , 那么 主 = cosk0, = sink0. 此 说 明 
252 = span{cosk0, sink0}. 
故 dim.36?2 = 2. 


定理 4.3.2 任何 n 元 多 项 式 在 单位 球面 S"-! 上 的 限制 是 UP 6r 中 元 
素 的 有 限 线性 组 合 . 

证 明 注意 到 任何 ”元 多 项 式 均 是 Uo ZX 中 多 项 式 的 有 限 线性 组 合 . 而 
由 (4.3.3), 对 任意 的 及 任意 的 Pe 7, 其 在 单位 球面 S"-! 上 的 限制 是 


P(xz’) = P(x’) + P(r) + + P(x’), 
其 中 x’ = 癌 (z 去 0), 因此 结论 成 立 . 口 
推论 4.3.3 Uo 06? 中 元 素 的 一 切 有 限 线 性 组 合 : 
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(a) 在 C(S" ) 中 按 Zee 范 数 稠密 ; 
(b) 在 Z(S") 中 稠密 . 
证 明 (a) 由 Weierstrass 逼近 定理 , 如 9g e C(S"-1), 则 g(xz) 可 用 限制 在 S"-1 
上 的 多 项 式 一 致 地 逼近 . 而 由 定理 4.3.2 知 , 这 样 多 项 式 的 限制 是 UPe .5zr 中 
元 素 的 有 限 线性 组 合 . 
(b) 对 任意 的 fe IL2(S"-!) 及 Ve > 0, 存 在 ge C(S"-!) 使 得 上 |f 一 glls < e/2. 
又 可 取 Uk-o rr" 中 元 素 的 有 限 线性 组 合 h, 使 得 |h 一 glo < e/2(wn_1)!/2. 口 
由 推论 4.3.3, URo Wr C 72(S" 0). 现 定义 7Z2(S"-1) 中 的 内 积 . 对 任意 的 
f,g € L?(S™!), 
(p90)= | faa 
Sn-1 


命题 4.3.4 {和 6"} 是 两 两 正 交 的 . 
证 明 需要 证 明 , 当 关 时 , 对 任意 的 YW e 36r 及 YO € Grn， 


上 YeJFGGJar =0 (4.3.5) 


事实 上 , 对 xz 关 0, 令 wz) = |z]YW)(z), wv(z) = |zjYO@(z'). 假如 z=0 且 
k,L 关 0, 那么 令 u(0) = v(0) =0. 如 z=0 且 k=0, 此 时 Y(9(z') 为 常数 C, 则 
令 (0) = C. 
这 样 u,v 在 z' 处 的 外 法 向 方向 导数 分 别 为 : 
Ou 


Ou dy ey 

Bn ( yY™(z") 人 kY (7Z ) 
及 

Ov _ a/ ev) 二 

有 ( Y (2) ee Y\/(z’). 


应 用 Green 公式 
0= / (LAD — Au)dr 
|z| 和 1 
本 0 _Ou ， 
到 人 ( 溉 一 5 ) adZ 
= (YS - YORY Oe) ) dr 
Sm 一 1 


=(£—k) 上 a YW (2)Y (zp ) dr. 
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故 (4.3.5) 式 成 立 . 口 

由 命题 4.3.4, 立刻 有 如 下 结论 : 

定理 4.3.5 设 {7 (ok = dim5ir) 为 Yr 的 一 组 标准 正 交 基 ， 
那么 UR 2 ,YW)} 为 Z2(S"-1) 的 一 组 标准 正 交 基 . 

[ 注 4.3.1] 由 定理 4.3.5, 对 任意 的 f € L2(S"1), 存在 唯一 的 表达 式 (在 2 
意义 下 ) 

CD >》 人 2 (4.3.6) 


k=0 7=1 
E Nfsacgn sy = 于 yc 其 中 ok = (f,Y(™), k=0,1,... ,= 1,2,.. ap. 
[ 注 4.3.2] 在 n= 2 时, (4.3.6) 即 为 f 的 i 级 数 . 而 A 一 2 是 


0 = span{coskb，sin kb}. 因此 Yi( (ei#8) = 记 Cosk0， Y(®) (ei0) = 去 Sink6 是 
HR 的 一 组 标准 正 交 基 . 


$4.3.2 上 阶 带 调和 函数 


由 经 典 的 Fourier 级 数理 论 知 道 , 以 2r 为 周期 的 可 积 函 数 f 的 Fourier 级 
数 的 Abel 平均 为 


ulr,0) = Dorritleite = i: f(0)P(r,0 — Bap, 


k=—o0 


其 中 0<r<1l,ci 为 f 的 Fourier 系数 昌 P(r,0) 为 单位 圆 上 的 Poisson 核 , 即 


P(r,0) = 人 > ci - eS (4.3.7) 


2r1 一 2rcos0 十 7r2 


下 面 将 看 到 在 ”> 2 时 也 有 类 似 结论 . 取 定 w es S"-!, 如 下 定义 Gr 上 的 线性 
泛 函 Ly: 
Lo(Y)=Y(z) VY er. 


注意 到 .Nm 为 有 限 维 线性 空间 , 因此 or 为 自 对 偶 空间 . 由 Riesz 表示 定理 , 存 
在 唯一 的 阶 球 调和 函数 Ze 6m, 使 得 对 任意 的 Ye .mn 有 


La(Y) = 上 Y(t)2 (ta = 了 (cz (4.3.8) 
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由 (4.3.8) 式 确定 的 Z42 称 为 以 z' 为 极 的 大 阶 带 调 和 函数 
引 理 4.3.6 ( 带 调和 函数 的 基本 性 质 ) 
(a) 若 TO 2} 为 2or 的 一 组 标准 正 交 基 , 那么 


2 
Z(t) = 》 (zi (4.3.9) 
m=1 


(b) 2 中 (wr) 是 实 值 的 , 有 Z(t) = 2 (2); 
(c) 若 p 是 R" 中 的 旋转 , 那么 ZU (pt') = 2 (wv). 
证 明 首先 , 因为 {Yi ,… , YL} 为 or 的 标准 正 交 基 , 故 
20(0) = DZ, YIN) 


m=1 


而 由 (4.3.8) 


(2 / Yr (t)25 (t) at = YA (2). 


其 次 , 由 于 36r 的 维 数 与 该 空间 中 的 函数 是 实 值 还 是 复 值 没 有 关系 , 因此 
可 以 选取 实 值 函 数 作为 2r 的 一 组 标准 正 交 基 . 由 (4.3.9) ZW(t) 是 实 值 的 , 是 
ZO 0) = ZH0) = DY HE) = 2 (1) 
m=] 
最 后 , 对 任意 的 了 e 36r 及 R" 中 的 旋转 p 有 
. ZW (pt)Y(t) dt’ = 上 Zw )Y (plw) dw 
Sm 一 1 Sn—1 
=Y(p-!(pz)) =Y(2’) 
上 2ZFOO(t)7(tydt 
Snm 一 1 
由 线性 泛 函 表示 式 的 唯一 性 知 Ze (pot') = Z(t). 口 


推论 4.3.7 
(a) 对 任意 的 zw < S”"-1, 2 (1) 二 Qk/wn-1, 这 里 ak = dimN"; 
(b) 对 任意 的 ze S"-! 及 or 的 任 一 组 标准 正 交 基 { 世 办， … ,VD}， 


Qk 
> YO) = 6p /wont: 
?7 一 1 
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(o) 存在 仅 与 有 关 的 常数 C, 使 得 对 任意 的 w e S"-! 及 36r 的 任 一 标 
准 正 交 基 中 任 一 元 了 和 9, 有 | 了 (oz < Ck(m-272; 

(d) 对 任意 的 w e S" 1 2Z49|8 = ak/wn li， 且 对 任意 的 zt e Sn-1， 
[Be Ce OR 

证 明 设 zi,z2 e S"-!, 则 存在 旋转 p 使 得 pzi = zs. 由 引 理 4.3.6(e)， 

249(z4) = 240 (zi). 因此 存在 c, 使 得 对 任意 的 mw < 8S"-!，2(9(z') = c. 由 
(4.3.9) 知 常数 c= oY (z)P, 这 里 {7 ,… ,Y9} 是 rr 的 任 一 组 标 
准 正 交 基 . 因此 


— (k) (pINI2 yr 一 所 (RE)7rANI271 一 . 
“= ,Pas = ,DMP = om 
即 c =a/wn-1. 这 样 同时 证 明了 (a) 和 (b)， 


注意 到 当 充分 大 时 有 


+2 一 2) (n+k—3) 


k k—2 n—2 
Qk = Cntp_1 EE (让 < Cnk ? 


k (ETI 2 


再 由 (b) 知 9(z)| < (eg/wn_1)12, 从 而 (e) 成 立 . 
最 后 , 由 (4.3.9), 对 任意 的 ue S"-! 有 


122 有 = /200)28 ear 
Sm 一 1 
SR 二 SR 
=/ (2 (YN) ) (3 (ww)Y 四 )u 
SR ?7 一 工 7 一 1 


QR EN 
= YO) YN (eu) ] oD a 


m,I=1 


和 [YY (uF = ak/un 
7 一 工 儿 
男 一 方面 , 由 带 调和 函 数 的 定义 (4.3.8), 对 于 任意 的 z',t € Sr-1 


Zoo(z/) = 上 , ZH (w) ZH wd. 
这 样 ， 
[Zo < 2 2202 = or/wn_1 < Chn-2. 0 


下 面 给 出 较 推 论 4.3.7(c) 更 一 般 的 结论 . 
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推论 4.3.8 设 keN,aeZ? 且 |al <k. 那么 存在 C= C(n,a) 使 得 对 任 
意 的 z € R" 及 6r 的 任 一 标准 正 交 基 中 任 一 元 Y(*), 有 


ID®(lz]*Y ® (2)| < Clz|*-lelkp m+2lol-2)/2. 
证 明 令 P(z) 二 [zl*Y(®) (7’), 则 Pe mr. 应 用 Gauss 公式 得 ， 


P(VP) .ndz' = ) (|YP + PAP)dz 
Sn-1 B(1) 


= / IVPI2az 
B(1) 


1 
= 上 rtn3dr 上 |VPI2_ vaz/ 
0 Sn—1 


1 
二 一 一 一 一 一 Pl?2_, ,dz.. 
rs)., 吕 jz-> 


另 一 方面 ， 
OP 
过 (Kk) 
i P(VP) .ndz Ls Y Bm 


这 样 


dz' 一 天 [ [YW jar’ = %, 
Z 一 2/ Sa 


上 |VPI2 wadz' = k(2k + n — 2). (4.3.10) 
Sn—1 

注意 到 5 € 41 1， 了 一 1, 2， ""* ,nN. 如 记 总 2(8"-1) 一 0) 那么 由 推论 4.3.7(c)， 
存在 仅 与 n 有 关 的 常数 C 使 得 


| BN (4.3.11) 
J 


另 一 方面 ,应 用 (4.3.10) 得 


n 9P 2 
“人 (十 
Sm 一 1 > Oz; 


J 


此 式 结合 (4.3.11) 表明 , 当 |z| = 1 时 ， | 总 | < Ck™2. 由 于 弃 所 是 有 一 1 阶 齐 次 
的 , 因此 证 明了 当 |a| = 1 时 结论 成 立 . 对 一 般 的 情形 ， 重复 上 述 过 程 便 可 口 
我 们 知道 , R? 中 单位 圆 上 Poisson 核 可 以 通过 余弦 函数 来 表达 . 下 面 将 看 到 |， 
运用 带 调 和 函数 可 以 表达 R" 中 单位 球 上 的 Poisson 核 . 设 0 < |z|<1,1|t|= 1 
0 为 | 与 t+ 的 夹 角 , 那么 由 R? 中 单位 圆 上 Poisson 核 的 定义 ( 见 (4.3.7)) 


dx’ = k(2k + n— 2). 


Z 一 2/ 


1712 
7 相 - 过 +2， kcoskO 11— lzl 


T 2r|z— tl 
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其 中 7 = zl cos9 = 筑 . 类 似 地 , 我们 可 以 定义 R" 中 单位 球 上 的 Poisson 核 
p(t) 为 : 
1 — |z|? 


t,x 和 


则 有 下 面 的 结论 : 
定理 4.3.9 设 >= |z|<1, 则 对 一 切 t € S"-1, 
p(t',7) = 和 zt 一 Skg (1) 
k=0 k=0 
证 明 由 推论 4.3.7(d), 级 数 2 ors20o(z) 在 |z| < 1 的 任意 闭 域内 一 至 
收敛, 记 其 和 函数 为 q(t',z). 现 设 u(t) = 1 byY(t) 是 UP 256" 中 球 调和 


函数 的 一 个 有 限 线 性 组 合 ,其 中 Y(t') e 6". 由 引 理 4.3.6(b) 以 及 带 调 和 函数 
的 定义 (4.3.8)， 


ra u(t )q(t, zx)at 一 b; ee g(t", z)Y;(t")at 


-5 并 ee 六 0 (wp )Y; (Far 


7 一 


-> b | riZ) (Y(t ) a 
= 2 bl Y; (2) 
:一 U(z). 


则 w(z') 是 U(z) 在 S" 上 的 限制 . 由 单位 球 内 Dirichlet 问题 解 的 唯一 性 
U(z) = A u(t )p(t’, z)dt’ = 1. u(t )q(t’, x)at, 
这 样 
上 [p(t’, 2) — q(t’, x)]u(t )at’ = 0. (4.3.12) 
Sm 一 1 


(4.3.12) 说 明 p(t,z) 一 q(t,z) 与 UU 之 or 中 任意 有 限 线 性 组 合 均 正 交 ， 由 
于 Uk=o ?中 元 素 的 一 切 有 限 线性 组 合 在 22(S" 一 ) 中 稠密 (推论 4.3.3), 因此 
p(t', zx) = q(t',2), a.e.t € S"-1. 再 由 p(t',7x) 与 q(t',x) 的 连续 性 知 对 Vt € Sn 一， 
p(t,7) = q(t, 7) = Port2) (2'). 0 
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以 下 给 出 带 调和 函数 的 几何 特征 . 设 e, 5 e S" 1 (& 关 6). 称 过 点 且 与 e 
垂直 的 超 平面 与 S"! 的 交 为 S"-:! 的 正 交 于 e 的 平行 截 形 , 记 为 经 (6, 即 : 


Llé) = {x € S" 1: (x — é€,e) = 0). 


下 面 的 事实 是 明显 的 : 

(a) 对 任意 的 91,02 € .经 (全 存在 旋转 p 使 得 pe =e 且 pb = 0; 

(b) 对 任意 的 & € S"-! (€ 关 e), 2 在 儿 (6 上 取 常 值 ， 即 : 对 任意 的 
01,02 € Le(é), 2 (01) = 24*) (02). 

我 们 将 说 明 , 性 质 (a) 和 (b) 刻画 了 带 调和 函数 . 先 给 出 下 面 的 引 理 : 


引 理 4.3.10 设 P 为 R" 上 的 多 项 式 (n> 2)， 如 对 于 任意 的 x & RR" 
及 R” 上 任 一 旋转 0 Pl(pz) > P(z), 那么 存在 常数 C0,Ci,*** ,Cm 使 得 Pl(z) = 
De cp|z|*. 


证 明 记 P(lz) = jo Pe(z), 其 中 Pe(z) 为 4 阶 齐 次 多 项 式 . 对 任意 的 es > 0， 
P(ex) = > Pe(ex) = yes) 
另 一 方面 , 对 R" 上 任 一 旋转 pp， 
Plez) = 人 Pi(epr) = etPiloe) 


£=0 
由 此 推出 Pe(pz) = Pe(z), 对 《= 0,1,…,j. 令 (zx) = Br Pe(®), 那么 易 见 
Fe(z) 是 零 阶 齐 次 , 且 在 旋转 下 不 变 . 因此 (zx) 在 R" 上 为 常数 bx. 事实 上 , 对 
Vz ER 了" x @#0, Fe(z) = Fe(|z|x') = 严 (z). 又 对 任意 的 21, x5 ES? x1 4 
有 . 
F(z1) = Fe(px1) = Fe(z9), 

其 中 旋转 p 满足 px1 = zx2. 这 样 P(z) = be|z|. 由 于 Pe(z) 为 多 项 式 , 故 4 必 为 
偶数 . 因此 P(x) = Dr_ock|zx|2*, 其 中 ck = bi k=0,1,…,m, 且 m= [2]. 口 

定理 4.3.11 设 eeSn"-: 且 了 e.57. 则 对 一 切 上 ecS?-1 在 色 (9 上 为 
常数 当 且 仅 当 存在 常数 c, 使 对 Vz' € Sn-1, Y(z') = c24*)(z1). 

证 明 仪 证 明 必要 性 . 取 el = (1,0,… ,0) < S"1, 则 存在 旋转 7 使 得 e = rel. 
对 Vr’ €S"™1, 记 W(x') =Y(rz'). 那么 W 在 了 e,(6) 上 为 常数 . 事实 上 , 如 果 p 
是 保持 el 不 动 的 旋转 , 则 rpr-: 是 保持 。 不 动 的 旋转 . 由 于 


ZE Le(é) < 全 7TZ € Le(7é), 
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因此 对 任意 的 ze Ze:(6) 
Wi(pz’)—Y(rpz’) = Y(rpr (Tz)) = Y(rz’) = W(z'). 
如 能 证 明 , 存在 常数 c 使 得 对 任意 的 x'€ S”-1， 
W(x’) = cZ(® (2’), (4.3.13) 
那么 
Y(z) =W(r 7) = c2 (T7172) = eZ (1) = cZ®) (2). 
下 面 证 明 (4.3.13) 式 . 设 "是 保持 el 不 动 的 旋转 . 对 z 0, 令 P(z) = |zl*Tr(z))， 
那么 P(pz) = |oz|*TWr(oz') = P(z). 对 任意 的 xz = (x1, zx2,… ,zn) ER", 记 
p = (71,Y2,** ,Yn). 
由 于 p 保持 单项 式 zy 不 变 , 如 记 P(z) = 0x* 必 P(x2,… ,zn), 这 里 忆 是 
ij 阶 多 项 式 , 那么 
k k 
2 71 P(r2,. ,1n) = Plz) = P(pr) = >》 21 万 (0 ,yn). 
=0 j=0 


通过 比较 系数 得 
万 (Za ,Tn) = Pj (Yo, ,Yn). (4.3.14) 


注意 到 映射 (22,… ,zn) 一 (yo,… ,yn) 是 n 一 1 维 的 旋转 . 当 遍 取 R" 中 一 切 保 
持 ei 不 动 的 旋转 时 , 便 得 到 所 有 R"-! 中 的 旋转 . (4.3.14) 说 明 忆 在 一 切 n 一 1 
维 的 旋转 下 不 变 . 运用 定理 4.3.1 知 j 必 为 偶数 , 且 
万 (za2，… ,Tn) = cj(zZ2 十 … 十 22)712. 

记 尺 = (z 十 … 十 z2)12. 得 

P(z) = cozT 十 cozZT 2R? + + co YR + corr RY. (4.3.15) 
因 We Gr, 故 P(z) ez. 因此 

eal 


0 = AP(z) 一 》 [cayay 十 cop4 DB] 2 2 RY, 
j=0 


其 中 = (k 一 27)(k 一 27 一 1) 且 pb;=2(j 十 1)(n+2; 一 1). 由 此 推出 


Qj 
C2(j+1) = A J 一 0， 1, 人 ,人 —1. (4.3.16) 
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由 (4.3.16) 知 所 有 系数 co co,… ,cz4 均 由 co 所 确定 . 因此 两 个 形 如 (4.3.15) 式 
的 调和 多 项 式 必定 互 为 常数 倍 . 另 一 方面 , 上 述 论证 也 说 明 , 任何 限制 在 Ze (6) 
上 为 常数 的 阶 齐 次 多 项 式 必 具有 (4.3.15) 的 形式 . 由 于 Zir' ( 痛 )lz|* 正 是 具有 
该 性 质 的 上 阶 齐 次 调和 多 项 式 , 因此 P(z) = cZ 如 (各 )|z]*， 由 此 即 知 (4.3.13) 
成 立 . 口 


推论 4.3.12 对 任意 的 z',y € S"-1, 如 果 函 数 本 (x') 满足 以 下 性 质 : 
(a) 对 任意 的 YeS" ,本 关于 x' 是 阶 球 调和 函数 ; 
(b) 对 任意 的 旋转 p, Few(poz') = Fy (7"). 
那么 存在 常数 C 使 得 对 任意 的 z,W € Sn Fy(z') = C2 (1). 
证 明 固定 ys S”…, 设 p 是 使 y 保持 不 动 的 旋转 ， 由 (b) 对 任意 的 
ZE Sn 一 |， 
本 (2 ) = Fpy (pz’) = Fy (px’'). 


此 说 明 (2') 在 Ly, 上 为 常数 . 由 于 Fy' 关于 zx' 是 大 阶 球 调和 函数 , 应 用 定理 
4.3.11, 存在 cly) 使 By(z') = c(y)249(z'). 下 面 只 需 证 明 对 任意 的 多 ,网 < Sn-: 
有 c(y) = c(W) 即 可 . 考虑 旋转 o, 使 o(y4) = 级 .由 (b) 及 引 理 4.3.6(c)， 


k 
c(y3)2% (07) = Fys (or') = Foy; (07) = Fy (2)) 
= c(y1)20 (2) = c(Y)Z (oz') = ec(y) ZH (az 


OVY1 


故 c(y1) = c(y2). 口 


84.3.3 ”Laplace-Beltrami 算 子 的 谱 * 


我 们 知道 ,在 平面 内 单位 圆周 上 算 子 铝 的 全 部 特征 什 为 {如 } 吕 0, 而 相 
应 于 一 妈 的 特征 子 空间 为 span{fcos kb, sin k0} (k = 0,1,…). 如 果 将 单位 圆周 视 
为 二 维 的 单位 球面 S1, 那么 span{cos k0，sin k0} 恰好 为 二 维 的 球 调和 函数 空间 
-362. 注意 到 算 子 著 是 R" 中 单位 球面 S"-1 上 Laplace-Beltrami 算 子 的 二 维 表 
现 , 因此 上 述 事实 启示 人 们 , 球 调和 函数 空间 .和 与 S"-! 上 的 Laplace-Beltrami 
算 子 的 谱 必然 会 有 某 种 联系 . 在 这 一 节 我 们 将 讨论 此 问题 . 

设 % 为 8S" 上 定义 的 函数 , 记 B(x) =: 9( 囊 ) 为 $ 在 R"\{0} 中 的 径 向 延 
拓 . 称 $ 在 S"- 上 大 阶 可 微 (或 k 阶 连续 可 微 ), 如 果 鲁 在 R"\ {0} 上 存在 大 
阶 偏 导数 (或 存在 & 阶 连续 偏 导数 ) . 设 9 在 S"-! 上 二 阶 可 微 , 称 如 下 定义 的 
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算 子 As.-: 为 Laplace-Beltrami 算 子 : 

Asn-ig(Z ) = AB(z)ls=2, 2 ES 
其 中 A 为 了" 中 的 Laplace 算 子 . 


定理 4.3.13 对 大 > 0, 一 k(k 十 n 一 2) 是 Asn-: 的 特征 值 , 上 且 任 一 Ye 2 
均 为 As*-: 的 相应 于 一 k(k 十 n 一 2) 的 特征 函数 ， 即 


Agn_1Y = —k(k+n— 2)Y. (4.3.17) 


证 明 记 P(z) = |z|*Y( 俏 ). 那么 对 xz & R"\ {0}， 


n 


0= AP(z) = (3 (2 el | En] + eAY( 小 
这 习 


三 O 你 
zlkAY( 二 ) = Iz-2kk 4 no)Y( TE) ok Yr 2 yz， (43.18 
AY (I) = -lol 2k( )Y (3) ~ 2kla| 2 ;B77Y (al) (43.18) 


男 一 方面 , 如 记 7 = |z|, 则 


订 7( 台 ) = 六 宇 。 Ya) (4.3.19) 


r Oz; 


由 (4.3.18) 和 (4.3.19) 即 得 (4.3.17). 口 
最 后 我 们 说 明 和" 恰好 是 算 子 As.-: 相应 于 特征 值 -k(k 十 n 一 2) 的 特征 
子 空间 . 


定理 4.3.14 Laplace-Beltrami 算 子 As._: 的 全 部 特征 值 为 
入 = —k(k+n—2)(k>0). 
As"-! 相应 于 特征 值 和 的 特征 子 空间 为 Xr, 因而 其 重 数 为 
dim%" = Oryp_1 ~ ORTk_s. 


证 明 记 As*-: 相应 于 特征 值 Xx 的 特征 子 空间 为 Vi. 由 定理 4.3.13, .pr C 
Vx (k 之 0). 现 假设 Agn-! 还 有 一 特征 值 了 关 和 x (k > 0) 且 其 相应 于 入 的 特征 子 
空间 为 你, 则 对 任意 的 大 > 0, 必定 有 从 上 5ir. 另 一 方面 , 由 推论 4.3.3 和 命题 
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4.3.4 知 田 k-o Vr? 在 C2(S" 0) 中 稠密 , 因此 WV = {0}, 此 与 从 为 Agn-1 的 特 
征 子 空间 相 了 矛盾 . 

如 果 存 在 上 > 0 使 得 和" S 底 , 任 取 ge€ 人际 \5m.、 那么 一 方面 对 一 切 
关上， 由 iL? 知 9 亦 与 or? 正 交 . 另 一 方面 , 由 于 9g gr, 故 9g 也 必 与 
pr 正 交 . 综 上 得 9 = 0, 但 此 与 9 为 As*-: 的 特征 函数 相 了 矛盾 . 口 
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我 们 现 讨论 L?(R") 的 直 和 分 解 问题 . 由 定理 4.3.5 可 知 ， 


72(S" -1) = 3 DH. (4.4.1) 
k=0 


对 于 ke 2 记 


$k {i EIR"): f(z) = f(r)P(s), lle) P(e) e DR™)), 
j=1 


其 中 fi(") 遍 取 所 有 的 径 向 函数 , PP 遍 取 所 有 ofr 中 的 函数 . 那么 有 如 下 结论 : 


定理 4.4.1 在 下 述 意义 下 , [2?(R") = D> @9*: 
(a) 外 均 为 闭 子 空间 ; 
(b) {$4} 两 两 正 交 ; 
(c) I2(R") 中 函数 是 {5%} 中 元 素 的 有 限 线性 组 合 的 极限 ; 
(d) 每 个 在 Fourier 变换 下 不 变 . 即 : (5%) = 5k. 
证 明 取 {PY}9*| 为 cg 中 的 正 交 基 , 使 其 满足 


ne 
> 
Sn 一 ! 0， 1 天 7. 


! 当 n=2 及 keZ+ 时 , $k 由 $2.2.2 中 定义 的 外 和 57* 所 张 成 . 
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这 样 对 任意 的 fe 5%, 可 记 f(z) = 1 方 (zl)P 和 (人 z), 其 中 ak = dimelr, 且 
人 apm =5 /MilleDP lS (apa 
J=1 
-POP 
= 人 BOOPr™ tdr. 
j=1 


(a) 的 证 明 . 设 点 列 {f(m} c 5*, 且 ff] 在 L2(R") 中 收敛 到 f. 对 任意 
的 m, 记 fm(z) = DD f(r)PY (2). 由 (4.4.2) 


ak oo 
4 二 
ft ee f OP2 cr) = > / HP 人 r) ee 有 )(r)|27 1+2k cr 
(4.4.3) 
m 4 
= 11™ = FO syn tt) 
j=1 


由 于 {f("} 为 2(R") 中 的 Cauchy 列 , 因此 由 (4.4.3), 对 于 j = 1,2,… ,ak 
{f 0 亦 为 [2(Rj4,7"-1+t2kqdr) 中 的 Cauchy 列 . 故 存在 
{f; 站 C LAR ra 
使 得 在 L2. 的 意义 下 
fe) = Df PY (8), (m— 00). 
7 一 1 
从 而 fe 85%, 故 8% 闭 . 另 一 方面 , 由 {3r} 的 两 两 正 交 性 (定理 4.3.4) 即 可 得 
出 结论 (b). 


为 证 结论 (c), 只 需 证 明 对 fe I?(R"), 如 果 f 与 {$5} 均 正 交 , 则 f 几乎 处 
处 为 零 即 可 . 由 于 


n—1 N20 1 2 
| 了 人 ea dz ar= | lf) dx < oo 


这 样 
上 lvz' dr < oo ae， me(0,co). 
人 Sm 一 工 


因此 对 ae.r e (0,co) 有 
f(rz’) = yyw (rz ) = 和 Sr)Y® (72’). (4.4.4) 
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其 中 {YY 中 }s*, 是 .or 标准 正 交 基 , ke Z4. 现 对 人 EZ， 令 


gO) = 入 大 (zlelsrl) € St. 
j=1 
那么 (f,g) = 0. 另 一 方面 , 由 (4.4.4) 以 及 {3} 的 两 两 正 交 性 , {Y( }e*, 为 
ir 的 标准 正 交 基 得 
0 = (f,9) 
本 上 Hz)5GJdz 
Re Ce 
一 局 加 ( > ga) (Dee er retn-1ldr 


k= 


一 网 a (Pee)) (DH) )ar rktn-lgr 


Qk oo 
es | Ibs(r)l2ret™ lgr. 
0 


j=1 


此 式 说 明 对 于 keEZi 及 j=1,2,… ,ak 均 有 下 (7) =0 a.e.7>0. 从 而 了 几乎 

最 后 我 们 证 明 结论 (d). 考虑 fe 5kNL1(R"). 那么 可 写 f(u) = fo(p)prY(w')， 
其 中 p = |ul, Y & 53". 易 知 , 所 有 这 类 函数 的 有 限 线性 组 合 的 全 体 在 5* 中 是 
稠密 的 . 这 样 


j@ = 人 Aerorrvau 
= / fo(p)prt™ ( [ Yue du) dp. 
如 能 证 明 , 存在 函数 p(s) 使 得 对 s > 0 
Y(w)e 2ise du = p(s)Y (2’). (4.4.5) 
那么 由 (4.4.5) 
j= {field Yt) = yle) 


这 里 (7r) = 0° fo(pjp*t"-1p(rp)dp 且 7= |z|. 因此 f(z) e 5*. 现 给 出 (4.4.5) 
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的 证 明 . 运用 带 调 和 函数 的 定义 
/ e-2mssz wy (vy)du 
Sn—1 
= 上 | 上 Y(v)2) (oav bau (4.4.6) 
Sn—1 Sn—1 
= reo){ [ Be (oa baw 
Sn?—1 Sm 一 1 


现 记 
Fs(V!) = 上 eise ws Z(H (ww) du. 
Sn—1 


如 能 证 明 存 在 常数 c = p(s) 使 得 对 Vx’,v e S"-1, 
Fw'(v) = p(s)20) (v), (4.4.7) 
那么 由 (4.4.6) 和 (4.4.7) 即 可 得 (4.4.5) 
站 本 e-2risz wy (wv!) du = 上 村 Y(v) {p(s)2 (wv) }adv’ = p(s)Y (2'). 


因此 问题 归结 为 (4.4.7) 的 证 明 . 首先 Fw, 与 Xe" (i 关 月 正 交 . 事实 上 , 任 取 
YO) < .5 ， 


| Fz (v )Y HS) (vw ) dv 
Sm 一 I 


上 {/ 0 Co (v dv 
Sn—1 Sm 一 上 
-1/ | | 20 YO (oav ba -0 
Sn—1 Sm 一 1 
这 样 由 (4.4.6), 必 有 瓦 ,rm e Zr. 现 设 o 是 R" 中 的 旋转 , 那么 


Sm 一 工 


上 Ee (ow )dw ( 令 w 二 ow’) 
S73—1 

有 e 一 2misz' wu Fk) (w’ ) dw = '(v) 

加 Sn—1 WY es | 


由 定理 4.3.11 知 (4.4.7) 成 立 . 再 由 人 HL1(R") 在 5* 中 稠密 且 5* 是 闭 的 , 因 
此 多 (全 ) C 全 . 事实 上 , 我 们 仍然 有 多 (5*) = 5* ( 见 定理 2.2.9(b) 的 证 明 中 
最 后 的 说 明 ) . 口 
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我 们 现在 进一步 研究 Fourier 变换 在 5* 上 的 作用 . 首先 考虑 50 ( 即 径 向 函 
数 类 ) 上 的 Fourier 变换 . 一 个 事实 是 ， 径 向 函数 的 Fourier 变换 仍 为 径 向 函数 
(这 对 于 LY(R") 和 Z2(R") 中 的 径 向 函数 均 成 立 ) ， 当 n = 2 时 , 由 定理 2.2.10 
知 径 向 函数 的 Fourier 变换 可 通过 Bessel 函数 的 积分 来 表现 . 下 面 将 上 述 结论 推 
广 至 ” 维 . 先 给 出 Bessel 函数 六 的 定义 (k > 一 4): 


大介 = ra e's(1— s?) ds, t>0. 
DT(~3-)T(a) /-1 


定理 4.4.2 设 fe Li(R") (n > 2) 为 径 向 函数 , f(z) = fo(|z|), 则 对 任意 的 
rz € R", f(z) = Fo(|z|), 其 中 


nn 


Pollz)) = Fo(r) = 2rr- fo(s)J ns2 (2rrs)s 生 ds. 
0 
证 明 因为 fe LR") 且 f(z) = fo(|z]), 则 /|fo(r)lr*-tdr < oo. 因此， 
Fo(r)= f(x) = 人 f (we 2 qo 


多 7 7 
= 上 fo(s) 1 e 一 2rirs(z ,U iu s™-l1gs. 
0 Sn + 


对 固定 的 x', 令 Lo = {we€S"1l:7z .w= cos0} (0 < 9 < 7). 记 R"*-1! 中 单位 球 
面 S"”? 的 面积 为 wn_ >, 则 Lo 的 测度 


n—1l1 
27 5 


7(3:) 


Ly 
/ 7 
/ e—2risr(z . 亿 ) jo pe | ) ee 一 2rtrs cos 0 71u'd0 
S?—1 0 Le 


= / Bais eo ain 0)"-24a0 
0 


|Le| = wn_2(sin0)"- ?2 = (sin 0)” 2. 


这 样 


1 
= wy e2"irsé (1 £2) ("3)/2ge 
= 


2r’ T(E)T(!) 
一 FFC (rra) m2)72 52 (277s). 


因此 , Fo(|x|) = 而 (r) = 2xr- 3 由 ja(s) Ja (2rrs)s2ds. 口 


[ 注 4.4.1] 定理 4.4.2 的 结论 对 L2(R") 中 径 向 函数 亦 成 立 . 
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定理 4.4.3 设 f(w) = er 中 用 (wh u ER", Po(w) € hr 是 上 阶 球体 调和 
函数 . 则 f(v) =i-*f(v), we R". 
证 明 固定 te R", 有 


上 ez P, (ut+t)du = [ pl (/ 及 地 十 ra ) dr. 
Rn 0 SR 


因为 P 调和 , 故 满足 平均 值 性 质 . 即 


| P(t 十 ru )du = wn_1Pk(t). 


因此 
上 eh Pi (wu + t)du = P(t) | wn Ir le dr 
0 (4.4.8) 
=P -xl qv = P(t). 
() e 人 人 
由 于 
/ e2"ivwenlul gu = e-"hl, (4.4.9) 
用 Pi(D,) 作用 (4.4.9) 两 边 得 
及 (Du)e-ro =P.(D,) 1/ ce 一 2mzuve 一 lu 
R? 
| P.(—2riu)e "i ve du 
了 及” 
一 (一 2 Ek P —27iuv 一 xu 
(一 27r7) 让 (2)e e 也 
这 样 ， 
。 2 1 2 2 
人 Pi (we 2"ivve "lu du = (Canis Pi(Du)e "I" :和 Q(oje-rl| 
下 面具 须 证 明 
Qu) = PP.(—iv). (4.4.10) 
因为 


Q(u) SE 上 P. (we-2"ivve—"lul . eT™lvl? gu 
R"? 
= 上 Pu)e-r(e +t2rivw lvl) qo 
Rn 


=/ Pi (uw)e "Ei +i) qu, 
R? 
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大 
/ Pe (we ™ Ditiv) qo = Pi(u — iv)e—"h du (4.4.11) 
R”" RR7 


那么 由 (4.4.8) 
a 人 Pelu + veh qu = Polo). 


从 而 得 到 了 (4.4.10). 下 面 仅 对 wi 的 情形 证 明 (4.4.11) 式 . 令 z 二 wi +iw, 则 
e "tiv)? Pi(z,W2,… ,un) 在 z 平 面 上 解析 . 设 工 是 由 z 平 面 上 的 点 (一 BR 0)， 
(—R, —iv1), (ER, —iv1), (B, 0) 为 项 点 组 成 的 矩形 的 边界 ， 其 方向 为 道 时 针 方 向 . 
那么 


0= 人 Cropi(aap , Un)dz 
r 


R 
2 . 
2 e—"™lul 应 (ua — vi, U2, ,Un )dul 


—2U1 
R 3 
一 T(2I1 十 2 
eu1tiv1) Pr (U1, U2, ,Un)dul 
2 


R 

0 
由 / eRtivtio) P(R+ tw, ua, ,Un)iduw 
"| 


已 


1 
时 上 e "Rtivtivo) P(-R+iw, ua ,un)idw. 
0 


令 | 有 一 0 得 ， 


Ooe 
2 
3 
e "iP(u — ivi, U2 ,Un)dul 


一 De 


co 
PE y 2 
一 € (ui 十 iu1) Pi (wu1, ta2， "» ) Un)du1. 
一 co 
口 


[ 注 4.4.2] 注意 到 e-" | Pe .F(R"), 因此 定理 4.4.3 表 明 , 对 于 空间 L1(R") 
和 L2(R") 而 言 , e-"i 1 Pi 均 是 Fourier 变换 相应 于 特征 值 (i)* 的 特征 函数 . 


下 面 考虑 更 大 的 一 个 函数 类 . 
设 a > 0, Pi 仍 记 作 上 阶 齐 次 调和 函数 , f(z) = e-"l?i Pi(z). 对 zeR", 令 


g(z) = erloz| P(x) = oa*f (az). 
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因此 由 定理 4.4.3 


3) = aa” FS) 一 om” 


一 aQ 一 2k 一 mn . ipe-rlz| /ea Pi (2). (4.4.12) 
另 一 方面 , 令 h(w) = e-"lovl ,we R"+2k, 那么 由 命题 2.1.9 知 
hu) = oa re" /ee (4.4.13) 


现 对 m e N, 引进 (0,co) 上 的 Hilbert 空间 : 


tm = {ot0 :oe = (flerer)" <0o), 


其 内 积 定义 为 : 
(a ) pr Pr™ ldr, 


若 取 m==n 十 2k, Pk € 24(R"), p € Hrnt2x 上 且 9(z) = op(|z|)Pi(z) (z € R"), 那么 
lgll2 = | leo(lzl)P(z)l2oz = | |e(m)2rn+2 ldr. IPellia(gn-1) < co， 
其 中 
1/2 
[Pllr2csn-1) = 6 了 PROPan ) 


因为 ge L?(R"), 由 Plancherel 定理 知 , ge Z2(R") 且 || 钟 2 = lgllz. 又 由 定理 
4.4.1 的 证 明 过 程 知 , 对 a.e. zx € R", 9(z) = yw(|z|)Pe(z)， 因此 eax 且 
上 xyz 二 el 这 样 定 义 了 t+2kx 上 的 有 界线 性 算 子 T?, 使 得 Tr (wp) = 
. 显然 , TZ? 是 等 距 算 子 . 

现 考 虑 另外 一 个 径 向 函数 , h(x) = p(|z|), ze R"+2k, p(7) e Hnt2k. 由 于 


| 有 = 二 le(lz)Paz 
Rn+2k 
oo 
二 Wnt2k—1 上 Ip(r)|r™ tl dr 
0 


二 wnt2g— 1 py ,2 < oO9， 


因此 h € 2(R"+2*)， 由 于 hh 为 径 向 函数 , 则 h(z) = 0(|z|) 也 是 径 向 函数 令 
T7091T2*g = 0, 易 证 9€ Hi2k, 从 而 T?t2ky 也 是 等 距 算 子 . (4.4.12) 和 (4.4.13) 表 
明 , 当 p = ee (se > 0) 时 , 7T8+2kop = wTryg. 如 果 记 


W = {e-“” 的 有 限 线性 组 合 ;e > 0}， 
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则 算 子 T9+* 与 多 78 作用 在 W 是 一 致 的 . 
现 说 明 W 在 7tn+a2x 中 稠密 . 若 不 然 , 存在 bE Hj2k,b 关 0, ae., 且 对 任意 
的 peW,， i 
上 o(r)p(r)rn+2 ldr = 0. 
0 


特别 地 , 对 任意 的 es > 0， 
f[ e-er b(r)r™t2k-1 gr 一 0. (4.4.14) 
0 
记 人 
&(s) a er br)rz+2k-1dr (s > 0). 
0 
在 (4.4.14) 中 令 e=m +1,m 为 正 整数 , 由 分 部 积分 得 : 


0 过 e-(m+Dr b(r)rn+2k-1dr 
0 
-/ emr $/(r)dr 
0 
= lim 上 emr §’(r)dr 
Q 一 OO 0 
8 , (4.4.15) 
= lim |e™ so+ | 2mre ™” sar 
人 一 CO 0 


一 2m | e-mr ®(r)rdr 
0 


1 
-|/ os( Wos jw (m = 1,2,3,.….) 
0 A 


由 于 多 项 式 在 [0, 1] 中 的 连续 函数 空间 中 稠密 , 故 对 任意 的 ve [0,1], 只 有 当 
B(\/log) = 0 时 , (4.4.15) 成 立 . 即 对 任意 的 7 e (0,co), E@(r) = 0, 从 而 


B'(r) = e- 7 br)rn+2k-1 一 0 ae. 7 € (0,o00). 
于 是 wr) = 0, 但 此 与 已 知 矛 盾 . 
由 于 2 与 i772 均 为 有 界 算 子 , 且 它 们 作用 在 W 上 相同 , 而 于 = Ttn+ak， 
故 对 任意 的 p < Hnt2k, To = 大 7T22. 运用 这 个 结论 , 我 们 可 以 得 到 下 面 重 
要 结果 . . 


定理 4.4.4 设 n>2, f(z) = fo(|z)Pi(z) e Li(R") NL2(R"), Pe e oh. 则 
f(z) = Fo(|z|)Po(z), 其 中 


Fo(r) = 2ri Fr (mt2k 2)/2 上 fo(s) Jnt2k_2)/2(27rs)s ("+t28)/2ds. (4.4.16) 
0 
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证 明 事实 上 , 由 于 f(z) = fo(|z|)Pe(z) es L2(R"), 推出 fo(r) e Hnjzn; 而 . 
f(z) = Fo(|z|)Po(z) es [2(R"), 得 到 Fo(r) € Hok. 这 样 ， 


itTn fo 一 i Fo(r). 


另 一 方面 ， 


TRfo = Te oh fo 
因此 


Oo 
fo(r) 2 ts 上 fo(s) Jnt2p-2)/2(2rrs)s(" +R)/2ds, 
0 


从 而 
Fol(r) = 证 fr) 
= 2ni- kr (n+2k—2)/2 上 jo(s)Jrn+Hak-a)/2(2mrrs)s("+26712ds. 
0 
口 


[ 注 4.4.3] 定理 4.4.4 的 结论 可 推广 到 L1(R") 和 L2(R") 中 . (4.4.16) 实际 上 
已 给 出 了 5k 中 函数 Fourier 变换 的 特征 . 


4.4 


Fr 


kh 


名 


| 


© 
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习 题 四 


证明 调和 函数 的 最 小 值 原理 : 设 v 为 区 域 9 内 的 调和 函数 , 且 满 足 B = 


inf u(x) > 一 00. 如 果 久 不 是 常 值 函 数 , 那么 对 Vz eE 0, 有 u(x)> 了 如. 


. 设 wl, uo 均 在 有 界 区 域 9 内 调和 , 在 9 的 闭 包 上 连续 . 证 明 : 


(i) 如 ww 不 是 常 值 函数 , 那么 wa 的 最 大 值 (最 小 值 ) 仅 在 9 的 边界 99 = 
QQ \Q 上 达到 ; 
(过 ) 如 在 00 上 了 1 一 2， 那么 对 V7Z E 9, v1(7) 三 12(2). 


- 设 a e229. 证明 : 存在 Co > 0 使 得 对 任意 调和 函数 ,如果 sup |val < 


M, 那么 
M 


rlal 


ID*u(a)| 和 Ca 


, 设 厂 为 R?+ 上 的 可 测 函数 . 证 明 : 


(i) 如 五 在 点 zo € RR" 处 存在 非 切 向 极限 ( 见 定义 1.3.6) , 则 五 在 点 xo 处 
非 切 向 有 界 ; 

(如 五 在 及 二 上 连续 , 那么 在 点 zo € RR" 处 非 切 向 有 界 当 且 仅 当 存 
在 a > 0, 使 得 下 在 Ti(zo) 上 有 界 . 


. R" 中 区 域 0 上 定义 的 函数 f 称 为 实 解析 的 , 如 果 对 每 一 个 cs Q 及 在 a 


的 任 一 邻 域 UV(V Cc 9) 中 f(z) = js。Ca(x 一 a)* (a € 下 ), 且 此 奖级 数 在 
U 中 绝对 收敛 . 
证 明 : 2 上 的 调和 函数 必 为 实 解析 函数 . 


. 设 n>2,D=( 歼 -,… ,EE) 且 P(D) 为 R" 上 常 系数 微分 多 项 式 . 


证 明 : 对 R" 上 的 一 切 旋 转 Rp， 
P(D)R, = R,P(D) < P(D) = col +aA+t+:…++ emA, 


这 里 Cj (7 1,2, i ,1m) 为 常数 ， 了 记 恒 等 算 子 ， 且 人 为 Laplace 算 子 . 
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在 这 一 章 我 们 将 研究 Hilbert 变换 , Riesz 变换 和 奇异 积分 算 子 的 基本 性 质 
Hilbert 变换 是 分 析 领 域 中 非常 重要 的 基本 算 子 之 一 , 它 来 源 于 复 分 析 , 并 与 小 
波 分 析 、 函 数 空间 理论 有 着 密切 联系 ，Riesz 变换 是 Hilbert 变换 的 高 维 形式 ， 
它 在 复 和 实 的 Hardy 空间 和 BMO 空间 的 刻画 方面 起 着 关键 作用 . 本 质 上 , 奇 
异 积分 算 子 是 Hilbert 变换 和 Riesz 变换 的 推广 另 一 方面 ,经 典 的 Calder6n- 
Zygmund 奇异 积分 算 子 也 直接 来 源 于 二 阶 椭圆 方程 解 的 正则 性 研究 , 且 奇 异 积 
分 算 子 及 其 各 种 变形 在 偏 微分 方程 解 的 存在 性 和 正则 性 研究 中 正 发 挥 着 十 分 重 
要 的 作用 . 


35.1 Hilbert 变换 


在 本 节 我 们 首先 通过 Hilbert 变换 产生 的 背景 给 出 它 的 定义 ， 并 深入 研究 
Hilbert 变换 基本 性 质 . 由 第 一 章 和 第 四 章 知道 对 任意 的 f € LP(R) (1 < p< 
00), 其 Poisson 积分 4 为 R? 内 的 调和 函数 , 且 w 在 及 上 的 非 切 向 边界 值 几乎 
处 处 为 f. 我 们 将 看 到 , 当 1 < p < co 时 ，L?(R) 函数 f 的 Hilbert 变换 玉 f 的 
Poisson 积分 恰好 是 的 共 绒 调和 函数 . 


85.1.1 及 上 Cauchy 型 积分 的 边界 值 


设 fe Ze(R) (1 < p< co). 考虑 及 上 的 Cauchy 型 积 


F(z) = 二 起 dt := Aim 1 FN(2), (5.1.1) 


这 里 z= 二 z++iy,y>0 目 


A A 
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由 于 Fw(z) 为 R4 内 的 解析 函数 , 因此 F(z) 亦 在 R3 内 解析 . 注意 到 


1 y ? 2 一 上 
ke ca ce erale 


= 3[(B* De) +iQy* fo)| 


这 里 P(t) = Fr 为 熟知 的 及 4 中 的 Poisson 核 , P * 了 为 f 的 Poisson 积分 . 
而 Qy(t) = fz 称 为 R? 中 的 共 罗 Poisson 核 . 积分 


v9) = Am(P() = Qu fo) = + ft 


称 为 f 的 共 斩 Poisson 积分 . 由 定理 4.2.1 及 推论 1.3.4, 定理 1.3.8 知道 , P, * f 
为 R4 内 的 调和 函数 , 且 当 y 一 0 时 , 在 f 的 Lebesgue 点 z 处 ,， 忆 * j 的 径 向 
和 非 切 向 极限 均 为 f(x). 另 一 方面 , 由 于 F(z) 在 R2 内 解析 , 因此 Qv * f(x) 也 
必然 为 R4 内 的 调和 函数 . 这 样 , 一 个 自然 的 问题 是 : 当 y 一 0 时 , 8, * f(z) 是 
否 a.e. 存在 极限 ? 如 果 极 限 存 在 , 它 与 /的 关系 如 何 ? 


命题 5.1.1 对 任意 的 fe€ L?(R) (1 < p < o0), f 的 共 罗 Poisson 积分 在 及 
上 几乎 处 处 存在 有 限 的 非 切 向 极限 . 

证 明 由 于 f 可 表 为 两 个 非 负 函数 之 差 ， 故 不 妨 设 f > 0. 分 别 记 f 的 
Poisson 积分 和 共 箔 Poisson 积分 为 和 vw, 则 ww 0. 令 G(z) = e-C@(z9D+iv(z9)) 
那么 G 在 了 + 内 解析 且 满 足 |G(z)| = ee < 1. 当 y 一 0 时 ,在 的 Lebesgue 
点 处 G 存在 非 切 向 极限 . 从 而 G 在 及 上 几乎 处 处 存在 非 切 向 极限 ( 见 [31] 或 
[40]) . 该 极限 不 可 能 在 RR 的 任何 正 测 度 子 集 上 为 零 . 若 不然 , 则 在 该 子 集 
上 的 非 切 向 极限 为 oo. 但 炎 是 f 的 Poisson 积分 , 此 与 f e LP(R) 矛盾 . 从 而 
F(z) 二 u(x,y) 十 iv(x,y) 在 民 上 几乎 处 处 存在 有 限 的 非 切 向 极限 , 故 v(x,y) 在 


及 上 几乎 处 处 存在 有 限 的 非 切 向 极限 . 口 
引 理 5.1.2 设 fe LP(R) (1 和 2p < co), 则 在 了 的 Lebesgue 点 z 处 ， 
J Qy * f (2) = sn Hyf (x), (5.1.2) 
其 中 对 y > 0， 


eS / /0 


nT |z—t|>y rT—t 


证 明 首先 说 明 在 f 的 Lebesgue 点 z 处 


_ Og 
lm { rf /a) 0 (651.3) 
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必 


t 1 
一 一 ti>1 
+1 各 | 
0 -| 


t 
BF tl <1. 


记 py(t) = yp(3)(y > 0). 为 证 (5.1.3), 只 需 说 明 在 f 的 Lebesgue 点 z 处 


lm 人 a (5.1.4) 
注意 到 
1 回 >1 
vo =| 1 十 | 引 ” 
tg1 


为 p 的 递减 径 向 控制 函数 . 由 于 多 和 均 可 积 且 wo 为 奇 函数 , 应 用 定理 1.3.2 
知道 , 在 f 的 Lebesgue 点 x 处 (5.1.4) 成 立 . 另 一 方面 , 由 定理 1.3.6, 对 任意 的 
ZE 了 R 均 有 


亲王 ) 地 < 5Mf(z), (5.1.5) 


aD ni 人 一 了 

这 里 M 为 Hardy-Littlewood 极 大 算 子 . 上 式 表 明 , 对 几乎 所 有 的 ze RR, (5.1.2) 
两 边 的 极限 同时 存在 或 同时 不 存在 (由 [ 注 1.2.2]) . 再 联系 (5.1.3) 便 知 引 理 的 
结论 成 立 . 口 


引 理 5.1.2 给 出 了 Qy * f 在 f 的 Lebesgue 点 处 的 径 向 极限 表达 式 . 因此 
如 果 令 五 j 表示 /的 共 罗 Poisson 积分 Qy * 在 尺 上 的 径 向 极限 ， 并 称 其 为 
f 的 Hilbert 变换 , 那么 引 理 5.1.2 实际 上 已 给 出 了 L?(R) (1 < p < oo) 函数 的 
Hilbert 变换 的 存在 性 : 


定理 5.1.3 设 fe I?(R) (1 入 p < oo). 那么 在 f 的 Lebesgue 点 xz 处, 其 
Hilbert 变换 的 值 了 Hf(z) 有 限 ， 且 有 


Hf(z) = pv. 上 0 a 加 lim Hef (7). (5.1.6) 


由 此 可 知 , f 的 Hilbert 变换 及 f 在 及 上 是 几乎 处 处 有 定义 的 . 


综合 前 面 的 结果 我 们 得 到 , 对 f € L?(R) (1 < p< 00), f 的 共 罗 f Poisson 积 
分 By * 了 在 恨 上 的 径 向 和 非 切 向 极限 均 几 乎 处 处 为 f 的 Hilbert 变换 五 f. 由 
此 可 得 下 面 的 结论 : 
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定理 5.1.4 设 je Lr?(R) (1 < p < co)， 那 么 由 (5.1.1) 式 定义 的 及 上 
Cauchy 型 积分 (z) (z = 2 十 iy,y > 0) 在 及 上 的 径 向 边界 值 和 非 切 向 边界 值 均 
几乎 处 处 为 3(f (x) + iHf(z)). 


85.1.2 ”Hilbert 变换 的 L? 理论 


在 讨论 Hilbert 变换 的 基本 性 质 之 前 ， 先 看 一 个 例子 . 记 K(t) = {1(t € 
及 \{0}), 很 明显 K 在 含 零点 的 任 一 区 间 内 不 可 积 , 故 K 4 .8'(R). 然而 , 按 下 
面 的 定义 5.1.1 K 是 .9'(R) 中 的 主 值 广义 函数 . 


定义 5.1.1 对 函数 KK, 令 


Fr(p) = lm 本 K(ojp(lzjdz， YeeE (Rn 


如 ZK € .7 (R"), 则 称 K 为 .9'(R") 中 的 主 值 广义 函数 , 此 时 记 Lk 为 p.v.K. 


引 理 5.1.5 令 k(t) = p.v. 去 ， 那么 上 为 .7'(R) 中 的 主 值 广义 函数 ， 目 
k(€) = —isgné.! 


证 明 任 取 pe 7(R)， 
oh 5 e<lt|<1 dt ee 2 
1 2 夫 一 %2(0) pt) 
/eh 


9 2 
< -lp + suplip(t)| < C. 
Tn T teR 


:本 书 中 sgn 为 符号 函数 , 其 定义 为 ， 
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因此 大 为 .2'(R) 中 的 主 值 广义 函数 . 现任 取 pe .F(R)， 


kp) = kD) = 2 lim [ a | Pe id 


Te—0 


= = lim v0 (+ J Ca 


和 = : dé 
-Hm /v0 (5 = 全 Sin(27rtE) ) 
全 


回顾 


因此 


lim > a sr 到 一 —isgnt. 
由 Lebesgue 控制 收敛 定理 有 (po) = 太 p(t)(isgnt)dt. 从 而 RE) = -isgné. 口 
这 样 , 由 Hilbert 变换 的 定义 (5.1.6), 对 pe 9(R), Hyp(z) = 大 *op(z), 且 


瓦 p(6 = ~isgné : $(é€). (5.1.7) 


Hilbert 变换 具有 以 下 基本 性 质 : 


定理 5.1.6 对 任意 的 f € L?(R)， 
(a) |IH fll2 = ||fllz; 
(b) H(Hf)(z)=—f(x) ae. rE€R:; 
(0) H' = - 瑟 ， 这 里 H' 记 H 的 共 罗 算 子 , 即 ，(Hf,g) = (f, H'g), 而 
(f,9) = ha f(r)g(z)dz; 
(d) 五 = 一 瑟 ， 这 里 Ht 记 五 的 转 置 算 子 ， 其 满足 : fh Hf(z)g(x)dz = 
haf(z)Hig(z)dz; 
(e) Hf. Hg = fg+ (gHf + fHg), 这 里 f,g e .9(R)， 特 别 地 ， 对 
f er(R), (Hf) = f*+2H(fHY). 
证 明 由 (5.1.7) 和 Plancherel 定理 (定理 2.2.2) 知 瑟 是 ?2(R) 门 ZY(R) 一 
IL2(R) 的 有 界线 性 算 子 . 再 由 定理 3.3.4 便 得 到 结论 (a)， 再 次 应 用 (5.1.7) 及 
(isgné)? = 一 1(€ 关 0), 故 (b) 成 立 . 现任 取 jg e L?2(R) 并 应 用 定理 2.2.4 和 乘 
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法 公式 (推论 2.2.3) 
(Hf,g) = 上 Hf(z)(F-19)"(z)dz 
上 H(z)(F-19)(2)de 
= | -isgnzf(a)H(-2)de 
了 及 
二 一 —isgn zo(2)f(—z)dz 
及 
Se 上 吉 @)(8-1j)(Go)dx 
=-- | f( m6) 
了 及 


二 —(f, Hy). 
这 样 得 到 (c). 类 似 可 证 明 (d). 最 后 给 出 (e) 的 证 明 . 记 m(€) = -isgné. 运用 
Fourier 变换 ， 
(fg+ H(gHf + fH9)) (€) = (f #0)(€) + m(é) (0 * HF)(E) + m(é) (fF * Hg)(é). 


注意 到 
(fx Hy)(€) = 人 f(ME — Mm(é — dn, 


和 
(BG* HD)(E) = 人 m(n) fF(M(E — ndn. 
及 
因此 

m(é)(9 * HF)(E) +m(é) (fF * Hg)(é) 人 
= { Fence = mmaln) + mlé — lan Be 

另 一 方面 , 有 等 式 
1+m(é)[m(n) + m(é mn = mmm(E 一 9). (5.1.9) 


由 (5.1.8)(5.1.9) 得 , 
(fg + HHSF + FHO) (©) = { Fe = + mn) + mle — Yan 
- 上 FE — Mm(n)m(é — Wdn 


= (Hf * Ho)(é) = (HF. Hg)(é). 
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这 样 完成 了 (e) 的 证 明 . 品 


[ 注 5.1.1] 定理 5.1.6 的 结论 (a) 和 (b) 表明 Hilbert 变换 是 Z2(R) 上 的 西 算 
子 . 结论 (b) 实际 上 也 给 出 了 [2(R) 上 Hilbert 变换 的 反 演 公式 ， 即 


jz) = -pw 上 Oa 全 -lim He(Hf) (2), a.e. 7 € RR. (5.1.10) 


结论 (c) 说 明 Hilbert 变换 是 L2(R) 上 的 反对 称 算 子 . 结论 (e) 中 的 等 式 也 称 为 
Cotlar 等 式 , 它 由 M. Cotlar 在 1955 年 证 明 . 
由 Hilbert 变换 的 定义 (5.1.6) 容易 验证 , 五 在 LP?(R) (1 < p < co) 上 满足 以 
下 性 质 : 
(a) 与 平移 7 可 交换 , 即 7%H = Hr7,; 
(b) 与 伸缩 ma (a > 0) 可 交换 , 即 mn。H = Hno; 
(0) 与 反射 可 反 交 换 , 即 HF = -五 7 
下 面 的 结果 说 明 性 质 (a), (b)，(c) 完全 刻画 了 Z2(R) 上 的 Hilbert 变换 . 


定理 5.1.7 设 了 为 [2(R) 上 的 有 界线 性 算 子 . 那么 了 满足 性 质 (a)(b) 和 
(c) 的 充分 必要 条 件 为 : 存在 常数 c 使 得 在 [2(R) 上 了 = cH. 

证 明 仅 证 必要 性 . 因 了 为 [2(R) 上 有 界 的 线性 算 子 上 且 与 平移 7 可 交换 , 由 
定理 3.3.4, 当 了 限制 在 7(R) 上 时 , 必 存 在 ve .9'(R), 使 得 对 一 切 pe .F(R)， 
Top=u*w, 有 HH 


Top( = (wx =b€)P(€), VEeR， (5.1.11) 
其 中 be L%(R). 由 于 了 与 伸缩 可 交换 ,应 用 .7'(R) 中 Fourier 变换 的 性 质 以 
及 伸缩 的 定义 ,那么 (5.1.11) 说 明 b 为 零 阶 齐 次 函数 ， 即 对 VE EeE 及 及 a > 0， 
b(ag) = b(€). 这 样 存在 ci, ca 使 得 


C1， < > 0， 


(5.1.12) 
C2) 《< 0. 


| 


最 后 , 应 用 缓 增 广义 函数 反射 的 定义 和 性 质 (c), 对 Vp e .F(R) 有 
DO( 一 6) = —b(—é)P(-é), 


因此 b(-é&) = 一 b(é). 由 (5.1.12) 式 知 cy = -cl 是 b(€) = cisgné. 如 取 c = ic, 
那么 全 和 cH 在 .(R) 上 的 限制 相等 . 由 于 工 和 cH 均 为 L?(R) 上 的 有 界线 性 
算 子 , 由 稠密 性 即 知人 和 cH 在 L?(R) 上 相等 . 口 
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[ 注 5.1.2] 易 知 , 作用 在 .9 (RR) 上 的 一 阶 微分 算 子 D 满足 : (a) Dm = 7hD; 
(b) Dm 一 anaD; (ce) DG = 一 Dyp. 如 视 恒 等 算 子 了 为 零 阶 微分 算 子 Do, 那么 
Do 满足 : (a) Dom = 浆 Doi  (b) Dona =mDoi (ec) Do5 = Pop. 因此 在 此 
意义 下 ， 也 称 Hilbert 变换 为 “ 零 阶 反对 称 微分 算 子 ”. 

另 一 方面 , 通过 取 Fourier 变换 ， 可 形式 地 记 瓦 = --(-A)-L2, 这 里 A 为 
一 维 的 Laplace 算 子 . 这 样 在 Fourier 变换 的 意义 下 , Hilbert 变换 亦 可 视 为 微分 
算 子 . 


85.1.3 ” Calder6n-Zygmund 分 解 


为 研究 Hilbert 变换 在 L?( 民 ) (1 < p < co) 上 的 作用 , 我 们 先 介绍 Calder6n- 
Zygmund 分 解 , 这 是 现代 调和 分 析 实 方法 中 十 分 重要 的 工具 之 一 . 
定理 5.1.8 (Calder6n-Zygmund 分 解 ) 设 fe Li(R") 旦 和 > 0. 那么 存在 
R” 中 的 方 体 列 {@;}, 其 内 部 两 两 不 交 , 及 R" 上 的 函数 9 和 b, 使 得 
(i) R* = FUN, FNQ=0, 这 里 9 = U;Q;; 
站 和 < V1 fe, |f(2)| dr < 2°A, j= 1,2,.… 
(ii) |f(zx)| < 和 A 对 a.e. x EF 
Gv) Ql < MI 
(v) f=g+0; 
(vi llglloo < 2"*A 且 lglls < CX Mf 对 1<p<o; 
(vii) b(z) = 0,x EF, 且 Jo, b(x) dx = 0, j= 1,2,.: 
证 明 我 们 可 分 解 R” 成 为 内 部 两 两 不 交 的 等 边 长 的 方 体 网 . 因 f € Li1(R")， 
只 要 边 长 足够 大 , 便 可 使 得 对 每 个 方 体 @ 
AOL 


令 &' 是 该 网 中 任 一 固定 的 方 体 , 我 们 分 解 8' 成 2" 个 相等 子 方 体 , 记 8” 为 其 
中 之 一 . 那么 存在 如 下 两 种 情况 : 


1 
(@) 可 人 f(z)ldz > 入 


re |f(z)|dzr < 入 . 


1 1 
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这 样 我们 不 再 前 分 8”, 并 将 8” 归 入 方 体 列 {8;} 中 . 

对 情况 (b), 我 们 再 分 解 8” 成 2” 个 相等 小 方 体 ， 对 每 个 小 方 体 ， 如 出 现 
情况 (a) 便 不 再 剖 分 并 将 其 妇 入 方 体 列 {Q@;} 中 ， 和 否则 作 进 一 步 训 分 并 重复 上 
述 程序 . 这 样 得 到 的 方 体 列 {Q;} 中 所 有 方 体 均 满足 情况 (a). 记 9 = U;Q; 及 
= R"\ ,应 用 Lebesgue 微分 定理 (定理 1.2.9) 得 


, 1 
j=- 办 而 KGIwsn i 


因此 得 到 结论 (i)(i) 和 (ii). 由 () 
1 1 
l= lo < | Vela < Kh 


此 即 为 (iv). 现 定 义 函 数 9 和 5 如 下 : 
f(z), ZE 也 
9(zZ) = { 


ss f (2) dx, TE Qi, j= 1,2,.… 
[Qj| Qi 


0, ZE 了， 
se rT EQ;, j=1,2,.…. 


因此 f=g+b, 且 由 6 的 定义 知 (vii) 成 立 . 最 后 , 我 们 验证 结论 (vi). 由 (让) 及 
( 道 ) 即 得 |gllco < 2"A. 对 1<p< co, 应 用 (及 (ii) 有 


lolg= 3 | lo llae + {lf a 
< Pew eat wn [Hoe 


< (2"N\)?-1 > 人 Vds + 1 Fold 
< Oxf. 
而 p = 1 时 结论 (vi) 是 明显 的 . 这 样 得 到 了 Calderbn-Zygmund 分 解 定 理 .， 口 


[ 注 5.1.3] 从 上 面 证 明 过 程 可 知 , Calder6n-Zygmund 分 解 中 方 体 列 {@;} 亦 


Q = (2m1, 2* (m1 + 1)) x (2m2, 2 (m2 + 1)) x + x (2m 2* (mn + 1)). 
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$5.1.4 ”Hilbert 变换 的 L? 理论 

现在 我 们 讨论 Hilbert 变换 的 L?(R) (1 < p < co) 有 界 性 问题 . 首先 指出 ， 
和 Hardy-Littlewood 极 大 算 子 一 样 ，Hilbert 变换 不 是 Li(R) 到 L1(R) 有 界 的 . 
事实 上 , 取 f(z) = Tz, 对 e>0， 


A a 40 


2 一 -tl>e T—t 


-+ (|, "jE 
—€E 2 十 4 
人 上 二 


ee 
(i 
因此 


Hef (7x) = 2r(z 一 5 人 
一 e z 十 4 

+ 人 + + | 这 

-六 {as(- 2 ) + oe (- e+) 


上 面 两 个 对 数 函 数 均 取 主 值 . 注意 到 当 0 < e < 1 时 -ss=; 和 - 纪 s 革 的 实 部 
和 虚 部 均 为 负数 , 因此 


dt. 


由 于 积分 


Hf(7) = lim Hef(z) = 二 C= i (im) ) = T+ 


显然 Hf gL (R). 


[ 注 5.1. 和 由 于 Hilbert 变换 与 平移 , 伸缩 均 可 交换 ， 因 此 运用 上 面 的 例子 ， 
还 可 说 明 下 + 中 的 Poisson 核 的 Hilbert 变换 为 共 施 Poisson 核 ， 即 对 任意 的 
y>0 有 teR, (HP(:—t)(z) = Qy(z —t). 
定理 5.1.9 (a) Hilbert 变换 五 是 弱 (1,1) 型 算 子 ; 
(b) 对 1<p<o0, Hilbert 变换 太 是 (p,p) 型 算 子 . 
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证 明 首先 运用 Calder6n-Zygmund 分 解 证 明 结 论 (a). 不 妨 设 f > 0, 对 任 
意 给 定 的 入 > 0, 有 


I{z ER: IHf(z)| > A < |{z ER: | 瑟 g(z)| > M2]| 
+|{zER: |Hb(z)| > A/2}), 


其 中 9 5 由 了 在 入 处 的 Calder6n-Zygmund 分解 所 确定 . 由 Hilbert 变换 的 [2 (R) 
有 界 性 及 定理 5.1.8(vi) 得 


lz eR: IBg(ol> Na < 示人 ao(mPar 
C 
A 
记 玉 为 J 的 同心 二 倍 扩张 , 这 里 { 万 } 为 了 在 入 处 的 Calder6n-Zygmund 分 解 所 
确定 的 R 中 的 区 间 列 . 令 9* = Ujzy, 那么 由 定理 51.8(iv, lo*| < 2|Q| < 2 
这 样 
{z eR: |Eb(zjl > Ma < [ol + {2 ¢ 0 : Hb > A/2)| 
2 2 
< lh + hs, ar 
现 记 
bj(z) = (ra -下 7 和 jx 四 Di 
Z| fr ee 全 


如 果 沁 ; |Hb;(z)| 为 有 限 和 ,那么 186(z)| < 学 ,185;(z)|, a.e.. 否则 , 注意 到 在 72 
的 意义 下 , 2 b; 和 ;Hb; 分 别 收敛 到 上 和 Hb, 故 仍 有 |Hb(z)| < ;|Hb;(z)|， 
ae 记 三 的 中 心 为 zy, 则 当 te 万 及 z 天 并 时 ,此 -zj 世上 万 /2 县 lz 一 寺 > 
Iz 一 zj|/2. 由 于 fb;(z)dzx = 0, 我 们 有 


[ b(nlaz = 人 | ee the 

RNT7 
四 人 5 人 (二 人 
< 人 po 人 人， Be) 
< / po 人 人， 区 全 dj 


az 
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因此 

Hob(zx)|ldz < Hbj(z)ladr < 2 /wt at <4 有 

VN) 5 ho 25 fle < dilh 


从 而 证 明了 五 是 弱 (1,1) 型 算 子 . 

由 结论 (a) 和 定理 5.1.6 (a), 并 应 用 Marcinkiewicz 算 子 内 插 定 理 (定理 
1.4.2) 知 ,， 对 1 < p < 2, Hilbert 变换 五 是 (p,p) 型 算 子 . 再 由 定理 3.3.6, 对 
2 < p< oo, 瑟 仍 是 (p,p) 型 算 子 . 从 而 (b) 成 立 . 口 

| 注 5.1.5] Hilbert 变换 为 弱 (1,1) 型 算 子 的 结论 首先 由 前 苏联 著名 数学 家 
Kolmogolov 在 1925 年 运用 复 分 析 方法 证 明 的 . 下 面 是 已 简化 了 的 复方 法 证 明 . 

设 je Li(R), 不 妨 设 f>0. 对 z=z+iy,y>0, 今 

F(z)= (Py* f)(2) + i(Qy * f)(7), 
这 里 忆 *4f 为 了 的 Poisson 积分 且 Qj * 为 了 的 共 绒 Poisson 积分 . 那么 
当 s > 0 时 , w(z,y) = log|1 十 sF(z)| 在 R3 内 调和 ， 且 在 每 个 本 征 子 空间 
R4,y, =: {(Z,Yy) ER :y 之 yo > 0} 上 有 界 . 由 (4.2.3), 只 要 0<n<y, 有 
wey) = f we np ns ~ 0a 
及 
a y—7 E 
> 上 yp log|l1 + sF(é + in)ladé. 
由 定理 5.1.4 和 Fatou 引 理 ， 
> 一 
1 
本 人 让 V (1+sf(€))? + (sHf(E))? dé. 
由 (5.1.13) 得 


1 
og VT Tsf CE) + (HF 
了 log VG + sf(€))? + (sBF(E)) dé 


< ylog|ll + sF(z + iy)| (5.1.14) 
< ylog(1+ slF(z + iy)|) 
< ys|F(z + iy)|. 


另 一 方面 ， 易 知 


(5.1.13) 


站 上 (9 验 = fl. 
2 一 oo 及 
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这 样 在 (5.1.14) 的 两 边 令 y 一 oo, 有 
| og VOT of + GHA ss 
对 a>0, 记 Es = {ERR: 及 1(€) > Qa}. 由 上 式 
(ogsolBsl < 人 log|sH/(O)ld 
< | we VU FO + (BFE a < sf 


现 取 s = e/a, 便 得 到 Hilbert 变换 的 弱 (1,1) 有 界 性 . 口 


由 了 Hilbert 变换 的 Ze 有 界 性 , 可 说 明 Hilbert 变换 的 反 演 公式 (5.1.10) 对 LP 
函数 仍然 成 立 . 


推论 5.1.10 设 1<p<o. 如 feI?(R) 且 ge Lr (R), 那么 
(9) /Peiz= — { fle) Ho(n)des 
R 职 


(b) | Hf(z)g)dz = - f (2) Bol)ds; 


(0) [ Hf (2) Hot)dz = / f (wot)dz; 
及 腿 
(d) H(Hf)(z) = —f(2), a.e. XT ER. 
证 明 首先 设 fe L?(R) 且 ge 2(R)NL? (R). 取 {fk} Cc I2(R)n Lr(R) 使 
得 lim fi 一 lls =0. 那么 由 有 ' = 一 及 ( 见 定理 5.1.6 (d))， 


/ Hfi(z)g(s)dzr = — 上 ji(z)jHg(zjdz， Vk. 
腿 腿 
这 样 由 上 式 及 Hilbert 变换 的 L? 有 界 性 知 


f argart /au 
及 及 
<| /ad0- 朋 : 叫 :+ 人 om 人 庆 :Bgm 


(5.1.15) 
+ /六 om- 人 六 Bad 

< |H(f — fr)llpllgllp + |f — frllpllHgllp — 0. (k— 00) 
对 于 fe IP(R) 且 ge 严 (R), 取 {gr} CI2(R)NLr? (R) 使 得 lim llgs 一 glly = 0， 
运用 (5.1.15) 式 及 同样 的 思想 便 可 得 结论 (a). 同样 的 方法 可 用 于 (b) 和 (c) 的 
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证 明 . 现 说 明 (d). 在 结论 (a) 中 用 HHf 代替 f, 用 5 代替 g 并 应 用 结论 (c) 有 
| Hoa = — | Hf(o Had = — | fog 
这 表明 , 对 任意 的 ge Lr? (R) 都 有 
| [E(EP(z) 上 + (olTGJdz =0. (5.1.16) 


现 取 
9(7) = sgn [H(Hf)(z) + f(r)IH(HA)(z) + F(z), 
那么 由 (5.1.16) 得 
人 IECEPz) 上 lz)Paz=0 
从 而 H(Hf)(x) = -f(z), a.e. ZE€R. 口 


下 面 的 引 理 揭示 了 Hilbert 变换 , Poisson 积分 和 共 罗 Poisson 积分 之 间 的 重 
要 关系 . 


引 理 5.1.11 设 1 < p < co. 对 任意 的 je Z2( 了 R) 及 y > 0 有 
Qy* f(x)=P,*Hf(z), vrxeR. (5.1.17) 


其 中 书 和 Q@yv 分 别 为 R? 中 的 Poisson 核 和 共 恩 Poisson 核 . 

证 明 注意 到 对 任意 的 y > 0, P,Qy s I? (R) (1 < p< co),， 因 此 由 定理 
5.1.9(b), Qy * f, Pi* 万 均 有 意义 . 下 面 我 们 将 分 别 运用 Hilbert 变换 和 Fourier 
变换 的 性 质 给 出 (5.1.17) 式 两 种 证 明 方法 . 

(i) 应 用 推论 5.1.10(a) 及 [ 注 5.1.4] 有 ， 


P,* Hf(z) = 上 Hf(t)P,(z ~ t)dt 
=— | tO (Be — MO 
= | tO0ue -dat = Qu* fo) 
(ii 只 需 对 fe .F(R) 证 明 (5.1.17) 式 . 先 说 明 如 下 事实 : 对 y > 0, 有 


(~isgn(-)e—2"™Yl)Y (zx) = = (5.1.18) 


2Z2 十 2 
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事实 上 , 对 y > 0, 记 q(t) = (-isgnt)e-2"yltl, 那么 ge 7'(R). 任 取 po e F(R)， 
$(p) = q(8) = -i 上 sgnte 2"™Yltls(—t)at 
< p(é) 0) (00)e-2rvt sin(2nté)dtde. 


不 难 计算 
2 | er sin(2nté)dt = 
0 


从 而 (5.1.18) 成 立 . 这 样 


2 
i 2 


(8@y* f)°(€) = (~isgné)e "élf(¢). (5.1.19) 
现在 (5.1.17) 两 边 取 Fourier 变换 ,并 应 用 |[ 注 2.1.4] 和 (5.1.19) 得 
(Py * Hf)’(€) = e ?usIH FE) = (~isgné)e-2"ulél fle) = (Q, # f)*(é). 
从 而 (5.1.17) 成 立 . 口 


[ 注 5.1.6] 应 用 推论 5.1.10 及 [ 注 5.1.4] 可 进一步 说 明 : 对 任意 的 f € 
IP(R)(1 <p<o0) 及 y >0 有 Qy* 昌 f(z) = -Px f(z). 此 事实 可 作为 引 
理 5.1.11 的 补充 . 


应 用 引 理 5.1.11, 可 以 给 出 极 大 Hilbert 变换 HH* 的 IL? 有 界 性 的 简单 证 明 . 
设 fe Ze(R) (1 < p< oo). 那么 了 的 极 大 Hilbert 变换 H* 定义 为 : 


H* f(z) = sup |Hef(z)|. 
E>0 
定理 5.1.12 极 大 Hilbert 变换 有 * 亦 是 弱 (1,1) 型 和 (p,p) (1 <p < oo) 型 
算 子 . 


证 明 先 说 明 H* 是 (p,p)(1<p< oo) 型 算 于 对 任意 的 f e I?(R) 及 
e >0, 由 (5.1.17), (1.3.9) 及 (5.1.5) 


IHe f(z)| < |Qe* jzZ)| 十 |Qe* f(x)— Hef (7)| 
< sup|Pe * Hf(7x)| + sup|Qe * f(x) — He f(z)) 
E>0 E>0 
和 CMMBEJ)(z)+5MH(z)， 
此 处 M 为 Hardy-Littlewood 极 大 算 子 . 注意 到 上 式 右边 已 与 e 无 关 , 因此 


H*f(z) < CM(HF)(z) + 5Mf (2), a.e. TER. (5.1.20) 
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这 样 ，H* 为 (p,p) (1 < p < co) 有 界 的 结论 便 是 应 用 (5.1.20)，(1.2.15) 和 定理 
5.1.9(b) 的 结果 . 

现 证 明 H* 是 弱 (1,1) 型 的 . 仍 不 妨 设 f > 0, 并 采用 定理 5.1.9 证 明 中 引进 
的 记号 . 对 任意 的 入 >0, 由 了 在 入 处 的 Calder6n-Zygmund 分 解 , 写 


f=g+b=9+ 2b;. 
了 


由 证 明 五 为 弱 (1 1) 型 算 子 的 思想 可 知 (注意 上 面 已 证 明 H* 为 (2,2) 型 算 子 ) 


{seR: Hf(s) > A < I{s eR: H'g(s) > M2 + Oo 
+|{z¢Q*: Hb(z) > XM3]| 
< FH + Hs ¢ 0 : Hb(s) > A2}. 


对 zs>0 及 万 下 面 三 种 情况 之 一 必然 出 现 ， 

(a) (zt —ée,z+a) ND =D,; 

(b) (x2 —é,zX+e) NL = 9; 

(c) zx-eEJ; 或 z+eel. 
对 于 情况 (a), Heb;(z) = 0. 在 情况 (b) 时 , Hebj(x) = Hbj(7x). 如 记 的 中 心 为 
27， 那么 


EA 


1 
人 
ho < | 二 pl Ns 


Ba zi. 


在 情况 (c) 下 , 由 z 4 Q* 知 万 C(z-3s,z+3s), 且 对 所 有 teE ,有 |z--t| > e/3. 


因此 
| OIE 
[Heb;(z)| < 人 dt < | ll 
综 上 , 我 们 有 
z+3e 
eb) < Dp lol +2 /Pla 


加 | 
< RE 四 
< | jE ||5;|l1 + CMb(z) 
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这 样 


|{z ¢ 0*: H*b(z) > A/2}| < 


{ ¢ 0*: > 元 二 pe ||1 >N4) 
+|{z ER: Mbz) > A/4CY} 


4 ID CO’ 
< b; 上 一 一 oz 十 一 人 |: 


< hol 
由 此 得 出 H* 是 弱 (1,1) 型 的 . 司 
[ 注 5.1.7] 不 等 式 (5.1.20) 称 为 Cotlar 不 等 式 . 


应 用 引 理 5.1.11, 推论 1.3.4 和 定理 1.3.8(b) 可 直接 得 出 苍 Poisson 积分 在 
及 上 的 L? 极限 . 
定理 5.1.13 设 1<p<o 且 fe 1IP?(R). 
(a) 对 Vy >0,@y*f eI?(R), 且 8y*fllp < Cllflly, 这 里 C= CC) 与 
y 和 f 无 关 ，; 
(b) lim llQy * f — Hfllp =0. 


85.2 ”Riesz 变换 


85.2.1 ”Riesz 变换 的 L? 理论 


我 们 现在 研究 Hilbert 变换 的 高 维 形 式 . 回顾 Hilbert 变换 的 核 为 k(x) = 
p.v. 忘 ,那么 当 m = 工时 , 可 写 上 [Er 男 一 方面 , 注意 到 r 可 视 为 R? 中 单 
位 园 S' 的 长 度 wi 的 一 半 . 因此 ，Hilbert 变换 的 n 维 (n > 2) 形式 的 积分 核 应 
具有 以 下 形式 : 


Ti 2 
Kj(7) = p.v. cn fp j= 1,2,.…,n, 


其 中 ze 了 R?"\{0+ 且 co = e+ 给 为 有 "+ 中 Poisson 核 P(z) 中 的 常数 ( 见 定 
义 1.3.2) ,而 ci! 恰好 为 及 "+1 中 单位 球面 S" 的 面积 wn 的 一 半 . 下 面 将 看 到 ， 
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以 Kj (i = 1,2,… ,n) 为 核 的 积分 算 子 确实 是 Hilbert 变换 的 高 维 表 现 . 记 以 K; 
为 核 的 积分 算 子 为 R;, 并 称 其 为 第 j 个 Riesz 变换 ,其 定义 为 : 对 f € .F(R")， 


RD) = fe) =pv.o rf (dy, j= 1 sn. (5.2.1) 
很 明显 ,rr #7(R"). 下 面 的 引 理 告诉 我 们 ,Kj 为 7'(R") 中 的 主 什 


广义 函数 . 


访 提 = - 询 . 


证 明 固定 1< ;< n 及 任意 的 pe .多 (Rn)， 
一 a 
ILg, (9)| = cn| lim 人 ro) V 十 和 人 TP(Y) | 


yilPp(y) 一 2(0)] yip(y) 
VS ha 6 a 


yl"+1 yl"+1 
入 C vol +C" > le < CC. 
lalg1 


dy 


因此 Ki; 为 9'(R") 中 的 主 值 广义 函数 . 现任 取 pe F(R")， 
EB(p) = K;(®) 
0 双人 人 fm 
Rn male et de 
-lm /. vlo) (6 |, | ‘ ee gd )ds ee 
=tm |. vlo) (io, 上 本 下 Sinorire 0) E00 de 


人 wi )( -下 ne . 9sgn(z -0)d9 ) dr. 


在 上 面 最 后 一 步 运 用 了 Lebesgue 控制 收敛 定理 现 固 定 zx e R" (z 六 0), 选取 
R" 中 的 标准 正 交 基 {a1,… ,an} 使 得 oj = et 那么 


= (9.eij) = > (ok :gb)(ej ox), 


k=1 
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这 里 ei = (0,… ,1,… ,0), 其 第 j 个 分 量 为 1 其 余 分 量 为 零 . 此 外 ,容易 看 出 
sgn(Z .0) = sgn(Qj 0). 又 因 {Qi1,… ,Qn} 为 标准 正 交 基 , 故 通过 一 正 交 变换 可 
知 对 上 去 7 
上 (0. ak)sgn(aj 0)d0 = 上 Oksgn 0;d0 = 0. 
Sn-1 Sn-1 


这 样 
上 sgn(Z.0)01d0 = 上 (ej .aj)(aji 0)sgn(aj : 0)d0 
Se ee (5.2.3) 
= lo Olab. 
|z| Jsn-: 


取 R" 中 的 旋转 6, 使 得 6(a;) = ej， 同时 运用 R"-! 中 单位 球面 S"-? 面积 
Wn—2 的 表示 得 到 


[les-ao= /lle oa = ,loa 
Sm 一 Sn—1 Sm 一 1 


[ sl / dp 
-1 Jvicss*-? V1—s? 


1 
= wn_2 / |s|(1 — s2)("—3)/24qds 
一 


1 
过 (n—3)/2 
:| u du 
a 
TIe+D/ ren 
结合 (5.2.2) 和 (5.2.3), 我 们 证 明了 Kj(é€) = -i j= 1,2,: 口 
[ 注 5.2.1] 注意 到 当 吧 =1 且 上 关 0 时 ,总 思 二 sgn &. 因此 从 积分 核 的 Fourier 
变换 的 角度 来 看 ,Riesz 变换 确实 是 Hilbert 变换 的 m 维 形式 . 


[ 注 5.2.2] 在 [ 注 5.1.2] 中 ,我 们 说 明了 Hilbert 变换 可 看 作 微 分 算 子 . 同样 
地 , 在 Fourier 变换 的 意义 下 , Riesz 变换 也 可 表达 为 一 类 微分 算 子 . 事实 上 ,由 
Laplace 算 子 A 与 Fourier 变换 的 关系 及 引 理 5.2.1, 可 形式 地 记 R = 一 V(--A)-1/2， 
其 中 玉 = (Ri ,Brn) 且 站 = (下 , 强 )， 


定理 5.2.2 对 任意 的 f e L2(R")， 
(2) BR;fl2 < lfl2, j=1,2,.,n; 
(b) 271 RIf(z) = —f(7), ae. 7 € R"; 
(c) Rj(REf)(72) = Ri(Rjf)(z), ae. ZE 了， j,k=1,2,..,n; 
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(d) 571 Rj;f13 = |fI2. 
证 明 由 引 理 5.2.1, 对 pe a 有 
Riplé) = - 滋 ， 咏 (6， 了 了 = 1 2，… (5.2.4) 
由 (5.2.4)，Plancherel 定理 和 定理 3.3.4 可 得 结论 (a). 应 用 Fourier 变换 得 


(887) (8) = Dm ])^(G) = 2 全) — — fe), 


| 
这 样 得 到 结论 (b), 同样 可 得 (c). 最 后 , 再 次 运用 Plancherel 定理 可 得 到 (d). 口 
由 Riesz 变换 的 定义 (5.2.1), 不 难 验证 , Riesz 变换 Ri (1 < j < n) 在 I2(R") 
上 满足 以 下 性 质 : 
(a) 与 平移 7% 可 交换 , 即 7%,Rj = Rj7,; 
(b) 与 伸缩 mo (a > 0) 可 交换 , 即 mo Rj; = Rjna; 
(0) 设 O 为 R* 上 任 一 旋转 , 其 矩阵 为 O = (ajp). 对 R" 上 的 可 测 函 数 
f, 定义 算 子 6 : (6f)(z) = f(Oz). 那么 
OZ RiC 一 Si 
k=1 
下 面 的 结果 推广 了 定理 5.1.7, 它 表明 上 述 性 质 (a) (b)(c) 完全 刻画 了 [2 (R") 
上 的 Riesz 变换 . 
定理 5.2.3 设 {了 }?_1 为 LI?(R") (mn > 3) 上 mm 个 有 界线 性 算 子 . 如 {T} 满 
足 性 质 (a), (b) 和 (c), 那么 存在 常数 c 使 得 在 [2(R") 上 万 = cR;j, (1 < j < n). 
证 明 因 荆 在 2(R") 上 有 界 且 与 平移 可 交换 , 由 定理 3.3.4, 当 TT 限制 在 
六 (R") 上 时 ,， 必 存在 we .9'(R"), 使 得 对 一 切 pe F(R"), Tip =wuxy, 且 
Tp(é) = (urp)^( = 已 (00， VEe Rn， (5.2.5) 


其 中 6b; e L%(R"). 又 由 于 与 伸缩 可 交换 , 应 用 .9'(R") 中 Fourier 变换 人 性质 
及 (5.2.5), 知 bj 为 零 阶 齐 次 函数 , 即 对 1 < j < nn 

bj(aé) =b;(£), VvéeR" 及 a>(. (5.2.6) 
设 0 为 R" 上 任 一 旋转 , 其 矩阵 记 为 (ayp), 那么 由 性 质 (c) 及 (5.2.5), 对 任意 
的 p€ F(R"), 


(6-1TGop)^(9 = 2 wo- Sowbe() PE). 


k=1 
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另 一 方面 , 由 于 算 子 6-1! 与 Fourier 变换 可 交换 , 故 
(2 TOp)(€) = O71(TOP)(€) = CO2(O8 = 0b;(071€)9(8). 


如 选取 w(z) = e-"le| ,那么 以 上 两 式 说 明 , 对 任 一 旋转 O (矩阵 为 (ay)) 及 任 
意 的 上 e R" 有 ， 


bj(O- 6 = > ansbr(é), 1<j<n. (5.2.7) 
k=1 


现 取 el = (1,0,… ,0)', 则 bj(e1) = 0(2< jn). 事实 上 , 设 p 为 R”" 中 任 一 
满足 ple1) 三 el 的 旋转 . 如 p 的 矩阵 为 (pjk), 那么 pii1 二 1 且 0D21 二 三 nl = 
p12 一 … 一 0ln = 0. 由 (5.2.7)， 对 2<j<n 


bj(e1) = bj(p le1) = 》 ppsbr(e1) = 》 pksbr(e1). 
k=1 k=2 

上 式 表明 ， 向 量 (bz(e1),… ,bn(e1))， 在 R"-! 中 任 一 旋转 下 不 变 ， 故 其 必 为 
R"， 中 的 零 向 量 ， 另 一 方面 ， 注 意 到 (5.2.7) 等 价 于 对 任 一 旋转 O (矩阵 为 
(ajx)) 及 任意 的 5e R" 有 ， 

bj(Oé€) = > ajpbr(é), 1<j<n. (5.2.8) 

k=1 

记 co = bi(e1), 由 (5.2.8), 对 任 一 旋转 O (矩阵 为 (aj)) 


bj (Oe1) 一 >》 ojkbk(el) 一 ajibi(e1) 一 C0Q71， 1 <J < nN. (5.2.9) 
k=1 


现任 取 z e R", z 关 0, 则 存在 R" 中 的 旋转 o, 其 矩阵 为 (0jx), 使 得 oc(e1) = 一 


| 
等 价 地 ， 
oni 一 十 ， 1<j<n. 
注意 到 b; 均 为 零 阶 齐 次 函数 ( 见 (5.2.6)) , 应 用 (5.2.9) 和 上 式 得 到 
bj(Z) 一 h(E 一 pi(c(el)) 二 C0071 二 mo 二 1 < 了 <n. (5.2.10) 


对 1<j<n 及 pe .F(R"), 由 (5.2.10), (5.2.5) 和 (5.2.4) 


总 


站 2(6)) = icoRip(é). 


Doe) = oi OE) iol -i 
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因此 令 c= ico, 则 在 .F(R") 上 T=cRj, (1 < jn). 由 于 Dj,RRj 均 为 [2(R") 
上 的 有 界线 性 算 子 , 由 .(R") 的 稠密 性 即 知 定理 的 结论 成 立 . 品 

[ 注 5.2.3] 上 面 的 证 明 方 法 不 适用 于 n= 2 的 情形 . 然而 有 如 下 的 结论 , 它 是 
定理 5.2.3 的 一 般 化 . 设 {TD}?_1 为 L2(R") (mn > 2) 上 nn 个 有 界线 性 算 子 . 如 { 工 } 
满足 性 质 (a) 和 (b), 以 及 (c): 对 R" 上 任 一 正 交 变换 xf, T(zff) = yt(T( 了 ))， 
这 里 工 == (TI,T2,… ,Tn)', Yt! 为 of 的 转 置 变换 ( 即 为 -1), 而 (ff)(z) = 
f(z). 那么 存在 常数 c 使 得 在 [2(R") 上 T=cRj, (1 <j<n). 


85.2.2 ”旋转 方法 和 Riesz 变换 的 L? 理论 


旋转 方法 是 Calder6n 和 Zygmund 在 1956 年 为 研究 一 类 带 非 光滑 核 的 奇异 
积分 算 子 的 Z 有 界 性 而 引进 的 . 简 言 之 , 其 思想 就 是 运用 球 坐标 变换 将 R" (n > 
2) 上 的 积分 算 子 化 为 沿 某 方向 相应 的 一 维 积分 算 子 在 球面 S"-! 上 的 积分 , 再 应 
用 已 知 的 一 维 积分 算 子 的 (p,p) 有 界 性 导出 原 积分 算 子 的 (p,p) 有 界 性 . 下 面 我 
们 给 出 旋转 方法 的 原理 ,并 应 用 此 方法 给 出 Riesz 变换 的 L? 有 界 性 . 

对 任意 的 ye R",y 关 0, 可 记 y=7ry, 其 中 0<r<o%o 且 WeS"1. 令 
Tf(z) = K+* f(z), 则 


710)= /Ke -wey= {Key -ry ytdrdy. 
如 KK(ry) = Q(y)h(r), 那么 
了) 一 / 医 rT— ry n—1l / 
Ti0)= |, 00) nf ry drdy 
= | ,9 rv fn)ay, 


现 固 定 y es S"-!, 令 Y 是 通过 原点 且 与 y 正 交 的 超 平面 . eH 
存在 se RR 及 zeEY 使 得 x=z+sy. 因此 


yep 让 ee te ey (5.2.11) 


如 果 工 是 及 上 的 (pp) (1 < p < %) 型 算 子 , 即 存在 C = C(p) > 0, 使 得 对 任意 
的 ge LP?(R) 有 
IL(9)lls < Cllglls, 


162 第 五 章 奇异 积分 算 子 
那么 由 (5.2.11) 并 应 用 Fubini 定理 
a [Ty f(r) dz 二 ) ; | 五 ( 户 y)(s) dsdz 
sof a -cf. |f(w) ds. 
很 明显 , 这 里 常数 C 与 z,y 及 f 均 无 关 . 运用 Minkowski 不 等 式 便 有 
a AN 


< 人/ ~ IQ)1: 7y fpdy <Cl7l: A IQ lay. 
如 果 有 
[olay < 


那么 由 上 面 的 讨论 即 知 了 是 L?(R") 有 界 的 (1 < p < co). 
我 们 将 上 面 的 讨论 归纳 为 下 面 的 命题 : 


命题 5.2.4 (Calder6n-Zygmund 旋转 方法 ) 设 一 维 算 子 人 在 了 及 上 是 (p,p) 
型 的 (1 < p < oo), Ty 为 了 的 方向 算 子 . 那么 对 Qe L1(S"-!), 算 子 


oe 上 Q(y Ty fo)dy 
Sn—1 
在 R"” 上 也 是 (p,p) 型 的 (1 < p < 0%). 
现 给 出 几 个 重要 的 方向 算 子 的 定义 . 


定义 5.2.1 (方向 算 子 ) 
(i 方向 Hardy-Littlewood 极 大 算 子 My 


My fo) =sup¥ | Me -wl fe mR") (<p<o) 
(ii) 方向 Hilbert 变换 瑞 ，: 
Ht) =pvi f {EH femR") (<p<o) 
( 痢 ) 方向 极 大 Hilbert 变换 H%: 
fle ty) 


Hf (7) = De 
|t|>e t 


f eIP(R") (1 < p<o%). 
0 
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首先 我 们 运用 旋转 方法 给 出 一 类 带 粗糙 核 的 极 大 算 子 的 L? 有 界 性 . 
定理 5.2.5 设 Q 为 R"\{0} (n>2) 上 的 零 阶 齐 次 函数 , 即 
QAz)=N(rz) vA>0 及 zz0. (5.2.12) 
如 Qe Li(S"-!), 那么 对 于 1<p< co, 如 下 定义 的 极 大 算 子 


Mojtz)=sup 二 人 lows -Wlay (5.2.13) 
r>07 vlylsr 


是 (p,p) 型 算 子 . 
证 明 事实 上 ， 只 要 注意 到 
Mofoscn {IQ Mv te)ay 
Sn—1 
由 Hardy-Littlewood 极 大 算 子 的 L? 有 界 性 (定理 1.2.7) 及 命题 5.2.4 即 知 定理 
的 结论 成 立 . 口 


[ 注 5.2.4 由 (5.2.13) 定义 的 算 子 Ma 称 为 带 粗糙 核 的 极 大 算 子 ， 这 是 因 
为 其 核 函 数 Q 在 单位 球面 S" : 上 仅 有 尺寸 条 件 而 没有 任何 光滑 性 . Mo 在 研 
究 一 类 非 光 滑 核 奇 异 积分 算 子 问题 中 有 非常 重要 的 作用 . 然而 至 今 仍 不 清楚 , 当 
Qe Li'(S" 1) 时 , 粗粮 核 极 大 算 子 Mo 是 否 为 弱 (1,1) 型 算 子 . 

现 回 到 Riesz 变换 的 Z 有 界 性 讨论 . 

定理 5.2.6 设 1<p<o% 且 1<j<gn, 那么 存在 常数 C > 0, 使 得 对 任意 
的 f € LIL?(R"), 

|R;flly < Cl flly. (5.2.14) 


证 明 先 考虑 fe .7(R") 的 情形 . 对 s > 0, 记 


Bt)= 0) fed j=,n 
yl>e [Ml 
由 (5.2.1), Ryf(z) = lim RSf(z). 运用 球 坐标 变换 得 到 ， 
Rio = lm | wast)ay, 


这 里 | 


—————dt, 


T Jltl>e t 
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称 为 截断 方向 Hilbert 变换 . 由 有 H% 的 LP?(R") (1 < p < co) 有 界 性 (定理 5.1.12) 
知 
人 Hs,f(z)dy < co， a.e. T ER". 
Sn—1 


运用 Lebesgue 控制 收敛 定理 有 
R;f(z) = lim Rsf(7) = /os y; Hy f(x)dy, a.e. TE R". 
因此 , 由 定理 5.1.9 并 运用 旋转 方法 (命题 5.2.4) 便 知 (5.2.14) 在 .7(R") 上 成 


芯 . 由 (R") 在 LI?(R”) 中 的 稠密 性 知 Rj 在 L?(R") 中 有 定义 , 且 (5.2.14) 在 
LIP(R”") 上 仍然 成 立 . 口 


定理 5.2.7 对 1< j < m, 极 大 Riesz 变换 定义 为 局 f(x) = sup [272 儿 
那么 当 1 <p < co 时, R* 是 (p,p) 型 算 子 . 从 而 对 fe LP(R") 及 1 之 jn 
Rj;f (7) = lim Rif(z), a.e. TE€R". 
证 明 运用 球 坐标 变换 得 到 


CnT 


Oe 下 Jamy 


因此 
可 fo < | Hy)ay, 


并 由 定理 5.1.12 及 命题 5.2.4 即 可 知 局 是 (p,p) 型 算 子 . 进而 运用 算 子 族 的 点 
态 收敛 性 (定理 1.2.8) 即 可 得 后 一 结论 . 口 


[ 注 5.2.5 Riesz 变换 和 极 大 Riesz 变换 均 不 是 (1,1) 型 算 子 . 然而 ， 运 用 
Calder6n-Zygmund 分 解 可 证 明 ，Riesz 变换 和 极 大 Riesz 变换 均 是 弱 (1, 1) 型 算 
村 ( 亦 可 见 推论 5.3.7 和 推论 5.3.11). 需要 说 明 的 是 ， 弱 (1,1) 有 界 性 不 能 通过 
旋转 方法 得 到 . 


推论 5.2.8 设 1<p<o, 则 算 子 等 式 
SR =—I (5.2.15) 
j=1 


在 LI?(R") 上 成 立 , 这 里 1 记 L?(R") 上 的 恒 等 算 子 . 


i 
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证 明 因 (5.2.15) 在 .多 (R") 上 成 立 , 由 F(R") 在 L?(R") 中 稠密 以 及 Riesz 

变换 在 L?(R") 上 有 界 便 知 (5.2.15) 也 在 L?(R*) 上 成 立 . 口 
推论 5. 9 设 fe C2(R") 上 且 人 为 Laplace 算 子 , 那么 


(b) 1<p<o, | 
证 明 由 Fourier 变换 
(RS) (9 = -tn’é€jéf (0) 


-(- 询 )(- 说 )C dr2léP) fe) 


= —(R;REAf)’(é). 
因此 得 到 (a). 再 应 用 Riesz 变换 的 L?(R") 有 界 性 (定理 5.2.6) 即 知 (b) 成 立 . 口 
[ 注 5.2.6] 推论 5.2.9 实际 上 给 出 了 Poisson 方程 Au = 解 的 先 验 估计 . 


Dr 7JOxzk < Apl|Aflly. 


85.2.3 ”R41+ ”上 共 轿 调和 函数 系 的 Riesz 变换 特征 


由 引 理 5.1.11 知道 , 直线 上 一 个 L? 函数 f 的 Hilbert 变换 五 的 Poisson 积 
分 P* Hf(z) 恰好 是 太 的 共 罗 Poisson 积分 ， 且 P,*xHf(z) 是 P*f(z) 在 R23 
上 的 共 斩 调和 函数 . 下 面 我 们 给 出 上 述 结论 在 R*+! 上 的 推广 . 为 叙述 方便 , 记 
区 中 的 点 为 (x, Z0) 或 (zx, Y), 这 里 Xo> 0 或 y> 0， 且 二 (Z1，， , Tn) E R”. 
对 (z,y).E 有 RP? 及 了 一 1,2,…,n, 称 
Q(z) 二 mT 
为 了 + 中 的 共 轰 Poisson 核 , 其 中 cv = 也 2 反 人 负 . 
我 们 有 下 面 的 结论 : 
定理 5.2.10 设 fe Z2(R")(1 <p < co), 局 为 Riesz 变换 , 刀 为 R?+i 中 
的 Poisson 核 ,. 那么 对 了 = 1,2,:… ,n, 
(Ga) 9 (2) = Ri(P)(e); 
(b) QP # f(z) = Py * Ryf (2); 
(0) 在 了 的 Lebesgue 点 7 处 ， lim QP * f(z) = Rjf (2); 
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(d) 如 视 相 应 于 8 的 共 轰 Poisson 积分 的 径 向 极 大 函数 v* ,和 非 切 
向 极 大 函数 起 ve 为 I?(R") (1 < p < co) 上 的 算 子 , 那么 刀 ， 和 必 ,。 均 是 
(p,p) 型 的 . 

证 明 不 难看 出 , 对 了 = 1,2,… ,n, 8 站 在 RR?+! 内 调和 和 且 在 每 个 本 征 子 空 
间 上 有 界 . 对 任意 的 e>0 及 讽 GE ， 由 (4.2.3) 
2 tj 2 
由 Poisson 核 的 可 积 性 及 Lebesgue 控制 收敛 定理 得 到 结论 (a)， 再 由 (a) 及 
Fourier 变换 即 可 得 (b). 结论 (c) 的 证 明 类 似 于 引 理 5.1.2 的 证 明 . 只 需 说 明 在 
了 的 Lebesgue 点 2 处 


ty 
im{ /. Er Een 5d | =0. (5.2.16) 


dt. 


邻 
t; 


加 
(1 十 上 2)m+D/2 上 + lt| > 1, 
t: 


P(t) = 


rie ed A 
QT D7 Ms 


且 记 ww 的 = 去 (4). 又 注意 到 存在 常数 C = C(n), 使 得 
C 
Vo) = sup lO < | EC +I Pe 
| 0, lz| <1. 
故 yp 的 递减 径 向 控制 函数 鸭 e L1(R"). 由 定理 1.3.2, 在 f 的 Lebesgue 点 z 处 
lm /fle ~ tevat = fo) 人 wd- 
此 即 为 (5.2.16). 最 后 , 我 们 说 明 结 论 (d). 对 了 = 1,2,… ,n, 由 (b) 及 (1.3.9) 
+0) = sup Py* Bf(o)| < Cn MR Ps) 
由 于 Hardy-Littlewood 极 大 算 子 和 Riesz 变换 均 为 (p,p) 型 算 子 , 从 而 几 ， 亦 为 
(p,p) 型 算 子 . 同样 , 由 (b) 及 (1.3.13) 可 得 收 v,o 的 (p,p) 有 界 性 . 品 


定义 5.2.2 (R?+! 上 共 旨 调 和 函数 系 ) 设 {w}2o C GR 且 满 足 如 下 
的 广义 Cauchy-Riemann 方程 : 


Ou; _ Ou; _ Oux ; 
-| ? zk Oz;’ j,k=0,1,2,...,%n, 了 天 有 (5.2.17) 
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则 称 五 = {wo,w1,… ,un} 为 R?+1 上 的 共 轿 调和 函数 系 . 
例如 ，F 一 人 97， ,为 到 + 上 的 并 二 调和 函数 系 , 这 里 
n 1/2 
7 三 的 
j=0 
下 面 的 定理 说 明 , 通过 Riesz 变换 可 以 刻画 了 ?+ 上 的 共 示 调 和 函数 系 . 
定理 5.2.11 设 f, 及,… ,fn€ [2(R"). 它们 的 Poisson 积分 分 别 记 为 
vo(7T, Y) 过 1 六 f(z), wil(y, y) Ph, 人 fi(z), ee) Un (7, y) < hh, * fn(7). 
那么 下 = {vo,w1,… ,un} 为 了 二 上 的 共 箔 调和 函数 系 的 充分 必要 条 件 是 
证 明 设 (5.2.18) 成 立 . 那么 应 用 (2.1.8) 及 (5.2.4) 有 
本 f e2Tizto—27yltl 
wb) = | FO 
及 对 j= 1,2,.. ,1 
wj(2,Y) = 上 (ee 太一 一 人 让 . f(t)es™i te "ltlgt. 
通过 在 积分 号 下 的 微分 可 知 (5.2.17) 成 立 . 反之 , 记 f = fo, 由 定理 条 件 
wj(z, y) es P, fy(7) 上 f(t)e2riete-2ryltlar, 7=0,1,..…,n. 
Rn 
由 (5.2.17) 式 ， 对 7 人 1,2, ,nN 


duo _ ui _ uy 


Or;} Oro Oy 
因此 由 Fourier 变换 的 唯一 性 
2rit; f(t)e-2"™Yltl = —27lt|f; (je Zyl, 


故 对 了 = 1,2,… ,n,， 
f(t) = -itilt| -1 f(t). 
此 即 为 (5.2.18). 四 
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85.2.4 及 ”上 的 实 Hardy 空间 及 BMO 空间 介绍 * 

1960 年 , E. M. Stein 和 G. Weiss 建立 了 R?#+ 上 的 Hardy 空间 H?(R?t') (p> 
2 二 ) ( 见 [50]) , 并 证 明了 H?(R”?+') 中 函数 几乎 处 处 存在 非 切 向 极限 . 

定义 5.2.3 (R™?+! 上 的 Hardy 空间 ) 设 it <pg1,F= {vo,u,... ,un} 


为 及 + ”上 的 共 孝 调和 函数 系 . 称 Fe H?(R"*+1), 如 果 


1/p 
Jha) =sup ( [Florae) <o, 
y>0 R" 


n 1/2 
其 中 |F(z,w)| = (二 weoP) 
7=0 
定理 5.2.12 设 Fe H?(R?%+)( 呈 + <p<g1). 那么 F(z,t) 在 R" 上 几乎 处 
处 存在 非 切 向 极限 , 且 当 t 一 0 时 , F(z,t) 在 I? 意义 下 收敛 到 同一 极限 . 


定理 5.2.13 已 = {wo,W1,… ,Un} e HH1(R%+1) 的 充分 必要 条 件 是 存在 fo < 
LD (R"), 使 得 wo(z,y) = Py(fo)(z) 及 wi(z,9) = Py(Rjyfo)(z), (Ff = 1,2,.…: ,n). 
此 时 还 有 


nn 
Fl ce ~ lfolli + > NR;foll. (5.2.19) 
j=1 


1972 年 C. Fefferman 和 E. M. Stein [28] 引入 了 Rn” 上 的 实 Hardy 空间 . 
定义 5.2.4 R" 上 的 实 Hardy 空间 定义 为 


H'(R")=: {f EL'(R"): Rf eL(R"), 1<j<n)}. 
对 fe Hi(R"), 记 


lf = fh + RH 
j=1 
那么 .lia 是 五 '(R") 上 的 范 数 ， 且 按 上 述 范 数 成 为 Banach 空间 . 由 (5.2.19) 
知 卫 "(R") 是 与 H1'(R%¥1 ) 具有 等 价 模 的 空间 . Riesz 变换 不 是 (1, 1) 型 算 子 , 然 
而 从 上 面 玉 '(R") 的 定义 即 可 看 出 ，Riesz 变换 是 从 H1(R") 到 L1(R") 的 有 界 
线性 算 子 . 


定义 5.2.5 BMO(R") 空间 定义 为 


BMO(R") = {f € Lioe (R™): fl < oo}， 
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其 中 | 
.= gop, Tm | 1 ~ falde, 


这 里 @ 为 R* 中 边 与 坐标 轴 平 行 的 方 体 , fo = 商 Jof(z)dz, 称 为 1 在 Q 上 的 
平均 

BMO(R") 按 范 数 ‖ |; 成 为 Banach 空间 ,是 L%(R") Gc BMO(R"). 容 
易 验 证 , L>(R") 是 BMO(R") 的 子 空间 , 且 由 log|z| e BMO(R) 知 L%(R") C 
BMO(R"). 

BMO 空间 即 有 界 平均 振动 空间 ， 它 首先 由 F. John 和 L. Nirenberg [34] 在 
1961 年 研究 一 类 非 线性 偏 微分 方程 问题 时 提出 的 . BMO 空间 与 复 分 析 、 偏 微 
分 方程 、 概 率 论 等 领域 均 有 密切 联系 ,是 现代 分 析 中 十 分 重要 的 研究 对 象 之 一 . 
在 [28] 中 C. Fefferman 和 E. M. Stein 证 明了 , 在 同 构 的 意义 下 BMO(R") 是 
HH'(R") 的 对 偶 空间 这 一 著名 结果 . 此 外 , 在 [28] 中 还 给 出 了 BMO(R") 的 一 个 
等 价 定义 


BMOR") = {f=w0 +) Rp;: were 0<j< 中 
j=1 
当 p = co 时 ，Riesz 变换 也 不 是 (co, co) 型 算 子 . 显然 ， 由 上 述 等 价 定义 即 


知 ,，Riesz 变换 是 LX(R") 到 BMO(R") 的 有 界线 性 算 子 . 
有 关 实 Hardy 空间 和 BMO 空间 的 上 述 事实 的 详细 证 明 及 实 Hardy 空间 


的 其 他 特征 刻画 (如 极 大 函数 特征 、Littlewood-Paley 函数 特征 、 原 子 - 分 子 特 


征 等 ) 可 看 [50] [28] [36] [8] 和 [3]. 
[ 注 5.2.7] 直线 上 的 实 Hardy 空间 定义 为 : 
H'(R)={f ELi(R): Hf e Li(R)}. 


HH'(R) 的 对 偶 空间 为 BMO(R) 空间 . 此 外 ，Hilbert 变换 是 从 H1(R) 到 LI1(R)， 
及 L%(R) 到 BMO(R) 的 有 界线 性 算 子 . 


85.3 ”Calderon-Zygmund 奇异 积分 算 子 


Calder6n-Zygmund 奇异 积分 算 子 是 Riesz 变换 的 推广 . 另 一 方面 它 也 直接 
来 源 于 二 阶 椭圆 方程 解 的 正则 性 研究 . 我 们 知道 ， 当 n > 3 时 , Laplace 算 子 A 
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的 基本 解 为 | 


(2 一 ?2)wn-1 zl 一 2 
当 f 具有 一 定性 质 时 (如 fe .Y(R")) , 那么 工 * 了 是 Poisson 方程 Av = /的 
解 . 记 


T(z) = 


u(x) =TIT* f(z) =Cm / 入 es zdy, 
并 对 % 形式 地 求 二 阶 偏 导数 得 


ou)  / Q(z—Y) 1 25 一切 
3 ev a dim i ye 站 f(y)dy, 
其 中 Q;(y) = C(n)(1 一 nly|-?y3). 如 果 令 
Tjf(z) = lim 1 ) peyyay, 


< 一 0+ /|r— yl>e |z — yl" 


那么 方程 Au = f 解 的 L? 正则 性 便 归结 为 算 子 ZT 的 L? 有 界 性 . 
容易 看 出 ， 上面 导 出 的 Q;(y) = C(n)(1 -nly|-?y3) 满足 如 下 条 件 : 


WAy) = A(y), vA>O0,Yyz#0; (5.3.1) 
Q(y Jdy’ = 0; (5.3.2) 

Sn—1 
Q € L'(S"™-1). (5.3.3) 


设 R"\ {0} 上 定义 的 函数 9 满足 上 述 条 件 (5.3.1)~(5.3.3), 那么 对 f € .F(R")， 
如 下 定义 的 算 子 To 称 为 Calder6n-Zygmund 奇异 积分 算 子 : 


Toflo) = pv. {PE ay (5.3.4) 


通常 (5.3.1) 称 为 零 阶 齐 次 条 件 ，(5.3.2) 称 为 消失 条 件 , (5.3.3) 则 称 为 尺寸 条 件 . 


1,2,… ,nn). 当 n=1 时 , 取 Q(z) = tsgnz, 则 75 恰好 为 Hilbert 变换 了 H. 

[ 注 5.3.1] 消失 条 件 (5.3.2) 对 于 由 (5.3.4) 定义 的 奇异 积分 算 子 的 存在 性 是 
必要 的 . 事实 上 , 取 PE .F(R"), 并 当 |z|<2 时 gp(z)=1. 那么 对 |z|<<1， 
»/ Dy —Y)dy+ | 2(Z 一 Wdy 


e<lyl<1 ly [>1 |y|” 


Ta(9)(7) = lim 


E 一 0 


:一 IT 十 了 2. 
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显然 12 < oo， 但 


QW ， | dr 

六 = lim / ——dy = lim [a QU dy 站 一 
1! eb eclylg1 |yl" WW ) 入 

- 芭 { 人 人 Q(y )ady vei 


因此 仅 当 Q 满足 消失 条 件 (5.3.2) 时 , Tn(y) 才 有 意义 . 


[ 注 5.3.2] 如 不 特别 说 明 ， 以 下 称 “ 奇 异 积分 算 子 Tb” 均 指 由 (5.3.4) 所 定 
义 , 且 Q 满足 条 件 (5.3.1)~(5.3.3). 


85.3.1 ”奇异 积分 算 子 的 有 界 性 的 特征 


首先 说 明 奇异 积分 算 子 在 7(R") 上 是 存在 的 . 注意 到 吕 员 在 R" 中 任 
一 含有 原点 的 开 球 上 不 可 积 , 因此 神 & 4 .7'(R"). 然而 由 


K(x) = 


可 定义 .9'(R") 中 的 一 个 主 值 广 义 函 数 . 


引 理 5.3.1 设 ”> 2, 那么 KK(z) = pv. 史 入 定义 了 .97(R") 中 的 主 值 广义 
函数 , 且 


K(é) = ys Q(y )( log 二 一 一 一 sgn (é€: 由) dy (5.3.5) 


3 | 
证 明 注意 到 9 满足 条 件 (5.3.1)~(5.3.3), 任 取 pe .F(R") 有 


ILx(#)| = 


lim 中/ ty) py 1 (way 


< 一 0 Je<iylsl | I>1 |yl” 


Id 1 
<|Y | dy + sup{ltllp(t dy 
Vole fo pp + sup {lo OD 全 


< CvolloolQ + 0” 2 lp leolQ, 


lalg1 


其 中 C',C” 仅 与 % 有关 , 且 19l: 为 2 的 三 (S" 1!) 范 数 . 
下 面 证 明 (5.3.5) 式 成 立 . 对 0 <e < N < 0%0, 记 KN(z) = 守 内 Xfe<lzl<N}(2) 
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那么 Ka e L1(R"). 如 令 《=r&', y= Ry, 应 用 消失 条 件 得 到 


KMN(é) Ee 1 €—27ié- .CO dy 
<|lyl<N ly 


Ce 一 2mir RE yy 
-| ， Q(y )/ dRay. 


写 
N —2xirRé’y _ N 1 NN 
/ e cos(2xrR) dR = 由 cos(277RE .W) — cos(27x7R) dR 
< R e R 
N,; 了 
-i/ sin(2ax7r RE y) Rp 
R 
容易 看 出 
Ns 1 .，/ 2rrNeE' .7 
ji / Ce A ne 
Ni ve R Nooo 2rreéy $8 (5.3.6) 
A 
= Tsgn (Ey). 
男 一 方面 
/ N cos(2rr RE’ .yy) — cos(2rrR) a 
Rh 
2xrN|é’.y’| 27rN 
= / > es (5.3.7) 
2nxrelé’-y’| 5 27re 人 


“县 COS 5 2 COS 5 
= ds 一 ds. 
27relé’.y’| 3 2xrN|é’.y’| 5 


注意 到 当 0<asgs1 且 0<e<# 时 有 


忆 
1 
由 co8s 1。 < ds 
CE 


S me § a 
以 及 
“ coss 
— = cosé log— 
CE CE 
由 此 推出 
lim 人 二 log 
< 一 0 2narelé’-y| 3 |é& y'| 
又 对 0<a 
N N 
COS 5 [sinN| |sin(aN)| | ds 
六 一 N 
人 。 a NN 十 DN a (N 一 oo) 
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这 样 由 (5.3.7) 得 到 


lim / N cos(2rr RE’.y) — cos(2rrR) 
一 0 
NJ oo E 


RB aR = log 


a 
I& .yy| 
此 式 连 同 (5.3.6) 有 、 


N e-2rirRé''Y — cos(2nrR) 1 
lim |: TodR = log——— 
Ne R 5. | 多 y'| 


由 (5.3.8) 可 知 存在 与 es, V 均 无 关 的 常数 C > 0 使 得 


一 Tsgn ( .yy). (5.3.8) 


VN e-2rirRé'y — cos(2nrR) 1 
人 5.3.9 
| R ( Er Ry 
下 面 说 明 
/ je -ay < co， a.e.€ ES" 一 (5.3.10) 
SS"?— 
注意 到 
= wn gin" -201o ad0 < oo， 5.3.11 
人 me sm :人 | 和 


其 中 wn-2 为 R"! 中 单位 球面 的 面积 . 应 用 Fubini 定理 有 


Pa 本 oN + log 9 yj 


由 此 即 得 (5.3.10). 最 后 , 我 们 来 完成 (5.3.5) 的 证 明 . 由 (5.3.9) 及 (5.3.10) 并 应 
用 Lebesgue 控制 收敛 定理 及 (5.3.8) 得 到 
lim KN(é) 


六 一 oo 


N -一 2mirRE' .0 _ 
全 oly) lim { 1 jw 
人 E 


| (5.3.12) 
2 7 a/ / 
用 OUY )( og wm 一 了 sgn( Y ))a 


= [ow) (ep -Fsen(ey) )ay. 
现任 取 oe .F(R"), 应 用 乘法 公式 
| R(t = 人 ed 
Rn Rn 
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另 一 方面 , 注意 到 K 定义 了 .9'(R") 中 的 主 值 广义 函数 , 因此 
/ R(é)o(E) dt = pv. 人 K(€)p(€)aé 
Rn 了 Rn 
lim /Fred 
Neco dR” 


= 四 /FE(Ov(0) 


对 上 式 应 用 Lebesgue 控制 收敛 定理 及 (5.3.12) 便 得 到 (5.3.5). 回 


显然 , 奇异 积分 算 子 Ta 可 延 拓 为 [2(R") 上 定义 的 算 子 . 下 面 的 定理 给 出 
了 To 为 (2,2) 型 算 子 的 特征 刻画 . 


定理 5.3.2 Tn 是 (2,2) 型 算 子 当 且 仅 当 


sup 
étéER” 


1 
Ny ) log od < oo0. (5.3.13) 
Sn 一 1 [3 


证 明 因 QeL(S"-?), 由 (5.3.5) 


nn 


x 1 
sup |K(é)| < co < 全 sup 站 Q(y) log Ee < co. 
EERn 6eR" | Js"-! lé-y| 


应 用 定理 3.3.4 便 得 所 需 结论 . 口 
推论 5.3.3 设 满足 (5.3.1) 及 (5.3.2). 又 如 QeLlogtL(S"-!), 即 : 
,ohog Qlay < oo (5.3.14) 


那么 Tp 是 (2,2) 型 算 子 . 
证 明 只 需 验证 (5.3.14) 蕴含 了 (5.3.13). 由 0 满足 (5.3.2) 知 


sup QU log dy | < oo 
ceRn” | .jsn-: ly) 攻 2 
1 
<—> sup 上 Ny log 一 一 一 di < oo. 
teSn-1 | Js--: 人 ) | 和 | 


由 (5.3.11), 下 面 仅 考虑 |0(y)| > 1 的 情形 . 任 取 6 < S"1, 应 用 初等 不 等 式 : 


ab<alogat+e, Va>1,b>0, 
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得 到 
51 log fa = [Qog rim 
< |Q(y) llog™ 9(y + rs Ey 0 
注意 到 


1 1/ .nn—2 1 
人 | ， hady 人 | Sin 人 cos 0|172 d0 < co， 
以 上 事实 连同 (5.3.14) 说 明 


2 人 二 ,Ql oe 7 < oo. 
从 而 (5.3.13) 成 立 . 口 
推论 5.3.4 设 风 满足 (5.3.1) 和 (5.3.3). 如 9 为 S"-: 上 的 奇 函数 ， 即 ; 
QA(y) = -QU)， vy es"™l. (5.3.15) 


则 75 必 为 (2,2) 型 算 子 . 

证 明 留 作 习题 . 

[ 注 5.3.3] 如 上 满足 (5.3.1), (5.3.3) 及 (5.3.15) (此 时 (5.3.2) 自动 满足 )， 
则 称 相应 的 奇异 积分 算 子 To 为 带 奇 核 的 奇异 积分 算 子 . 类 似 地 ， 如 Q 满足 
(5.3.1)~(5.3.3), 并 为 S"-1 上 的 偶 函 数 ， 即 : 


A-y) =), vy eS”!, (5.3.16) 


则 称 相应 的 奇异 积分 算 子 To 为 带 偶 核 的 奇异 积分 算 子 . 


85.3.2 经典 Calder6n-Zygmund 奇异 积分 算 子 


我 们 现在 讨论 经 典 的 Calder6n-Zygmund 奇异 积分 算 子 的 有 界 性 问题 . 它 首 
先 由 A. P. Calder6n 和 A. Zygmund [17] 在 1952 年 所 创立 . 下 面 的 (5.3.19) 称 为 
Homander 条 件 , 它 由 工 . Homander [33] 在 1960 年 提出 . Himander 条 件 减 弱 了 
[17] 中 最 初 给 出 的 Calder6n-Zygmund 核 的 光滑 性 条 件 . 

设 K € Lis。(R"\{0}). 如 存在 常数 A1, 4 > 0, 使 得 K 满足 如 下 条 件 : 


IK(z)| < Ailz| 2 YVz 赤 0; (5.3.17) 
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[ K(z)dr=0, VvV 0O<r<R<o; (5.3.18) 
r<|z|<R 


J IK(z—Yy)— K(r)ldr < A2o, Vyz0, (5.3.19) 
则 天 称 为 Calder6n-Zygmund 核 . 
定理 5.3.5 设 天 是 一 个 Calder6n-Zygmund 核 . 对 se> 0 及 Je LP(R")(l1 < 
D < oo), 令 
To)= fe -WWay 
ly|>e 
那么 
(a) 7 是 弱 (1,1) 型 和 (p,p) 型 算 子 (1 <p < co), 且 17sloapb 和 Tellcy,y) 
均 与 e 无 关 ; | 
(b) 对 1<p < o% 及 fe I?(R"), 极 限 lim7f 在 LP 范 数 意 义 下 存在 ， 


记 为 
Tf(2) = lim Tf(z) = pv 站 f(s — WEK(y)dy, (5.3.20) 
则 工 为 (p,p) 型 算 子 ; 
(0) 对 fe 1(R"), 极限 lim Tsf 依 测度 收敛 意义 下 存在 , 记 为 
Tf(z) = lim Tef(2) = pv. 上 f(s -KW)dy, (5.3.21) 
那么 了 为 弱 (1,1) 型 算 子 . 


[ 注 5.3.4 由 Calder6n-Zygmund 核 及 (5.3.20)，(5.3.21) 所 定义 的 积分 算 子 
了 称 为 经 典 Calder6n-Zygmund 奇异 积分 算 子 . 


定理 5.3.5 的 证 明 对 es > 0, 令 Ke(x) = K(x)xteclzj(7), 则 f(z) = 
Ke * f(zx). 下 面 先 说 明 K。 关于 e 一致 满足 (5.3.17)~(5.3.19). 显然 , 我 们 只 需 说 
明 K。 关于 一 致 满足 (5.3.19). 事实 上 ,对 R" 中 任意 满足 y 关 0 及 |z| > 2|y| 
的 zy, 如 zz-ye B(e), 那么 Ke(z)= Ke(z—-y)=0. 如 z,z-ye(B(e))°, 
那么 Ke(z) = K(z) 且 Ke(z 一 y) = K(z 一 y), 此 时 天。 满足 (5.3.19). 如 |z| > s 
且 |z-y<e, 则 |z|/2<|z 一 y| <e 且 <|z|<2e. 因此 由 (5.3.17) 


/ Dp a / IK(z)ldz < CGA, 
|z|22|yl e<|z|<2e 


其 中 C 与 s 无 关 . 类 似 地 , 当 |z| < e 且 |z -yl > e 时 , Ke 关于 仍 一 致 满足 
(5.3.19). 
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由 此 , 对 ee > 0 及 fe I?(R")(1 < p< o0), Tf 是 存在 的 . 

(a) 的 证 明 ， 第 一 步 证 明 {7:} 在 L2(R") 上 一 致 有 界 (关于 e) . 

由 于 Ke。 € [2(R")， 由 定理 3.3.4 和 Plancherel 定理 , 如 能 说 明 存在 C > 0， 
使 得 对 任意 的 s > 0， 


sup |Ke(€)| < CB， (5.3.22) 
é€ER" 


则 {ZE} 在 2(R") 上 一 致 有 界 . 
现 给 定 s > 0. 对 任意 的 5 R",€ #0, 任 取 R> maxte, 十 }. 令 KR(z) = 
Ke(T)X{Ilz|gR} (7), 那么 KE < L'(R”), 且 


RRO)= 人 eeKc(ojda 
lz|<R 


一 / e 2rioé Ke (Tz)dz 十 / e-2rivé Ke(z)dzr 
lz|< 疝 些 <lzl& 忆 


:二 呈 十 了 ]. 
由 (5.3.17) 和 (5.3.18) 得 到 


| = 


人 (e-2riz 一 1)Ke(z)dz 
|z| 科 舍 


< ci/ |z||Ke(z)ldr < CAi. 
lz| 和 十 
对 于 2, 取 y = 或 5, 则 e2"w = 一 1. 这 样 


72 = / e-2miz-y) EK (z — Ydzr 
侍 <lz- 相 < 已 


本 | eI Ke(z — y)dz 
依 <|z 一 y| 和 羽 


站 | <|z|&R Ee Ie Ke(z — Ydz+ 
TAI 


其 中 
下 (/ | ) eKe(z — Ydz. 
南 <Izl&R /高 <lz-ylsR 


因此 


1 J 
1 = [Ke(z) = Ke(7 二 ye "izédz 十 了 


2 J 
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由 全 = 形 知 


[Ke(zZ) 一 开 e(z — ye "qr 


< /IK(®) ~ Ke(e ~ wld 
|z|>2|yl 


击 <IzIgR 


«< Ch,, 


其 中 C 与 es 均 无 关 . 另 一 方面 , 如 记 


i 人 曾 < 四 < 可 (te :再 <e-ls<R| 
为 对 称 差 , 那么 
< 由 Te 


注意 到 ly| = 因此 


了 


R 
Bc {es < Ut 2 <I"<28) 
这 样 由 (5.3.17) 得 到 


J| i (2 一 wart 人 Ke(z 一 切 |daz < CAi, 
下 1<|z|< <lzl<2R 


216| <|z|< 


这 里 C 均 与 6 无 关 . 由 L2(R") 中 Fourier 变换 的 定义 , 我 们 实际 上 已 证 明了 
(5.3.22) 从 而 { 工 } 在 L2(R") 上 一 致 有 界 . 

第 二 步 证 明 {7:} 为 弱 (1,1) 型 算 子 , 上 且 其 界 与 < 无关 . 

设 feLi(R") 且 入 > 0, 由 Calder6n-Zygmund 分 解 (定理 5.1.8), 得 到 一 列 
内 部 两 两 不 交 的 方 体 列 {@;} 及 函数 g,b, 使 得 f = 9 二 5 并 满足 以 下 性 质 : 


的 lgli < CX, lo(w)| < 2°X, ae.zseR"; 


< 2 2 
(ii) ,18il < Lh 
了 


的 的 三 Du) 人 Be)ds =0, supphy c Q; lol <2 | le 
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这 样 Tf(z) = Teg(z) 十 Teb(z), 且 


I{z € R™ : |Tef(z)| > 和} < 


人 < 有" : |T.g(z)| > 让 
{ E R” :|7:b(z)| > 2) 


:二 十 了 J]. 


十 


由 {Tn} 的 [2(R") 一 致 有 界 性 和 (i) 得 到 
2 
n< (4) {mopar < oO/ lewhas < Sh 


为 估计 五, 记 Q; = 2VFQi 是 与 8; 同心 且 边 长 为 9; 的 边 长 的 2v 厂 倍 的 方 体 . 
令 尺 =U Gy 那么 由 (ii) 


Cn 
IE*| < 2 193< 于. 
5 
这 样 


J < |E*|+ 


(sé: Imo) > 3)|< Su + 3 ,ema 


注意 到 [Tb(z)| < 2_ |7eb;(z)|, 只 需 证 明 


> ee [Tbs(z)laz < Cf (5.3.23) 
记 8; 的 中 心 为 y;, 由 (5.3.18) 得 到 
| mmolas < 人 - [Ke(s —) — Ke(z ~ yi)llb; (Wlaydz 
Rn\E* 
< 人 oy (y)| a .EC 0) ~ Eele ~ wldoay 
< Ch | 区 
及 2C4 av. 
人 fle 


此 连同 (让) 及 (二 ) 得 到 (5.3.23). 由 此 得 出 第 二 步 的 结论 . 
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第 三 步 , 应 用 Marcinkiewicz 算 子 内 插 定 理 (定理 1.4.2) 知 对 1 < D < 2， 
{Te} 在 L?(R") 上 一 致 有 界 . 最 后 , 对 2 <p < oo, 有 1 < <2. 如 记分 为 工 
的 共 罗 算 子 , 那么 五 1(z) = Kc * f(z), 其 中 无 (z) = K(x). 显然 忘 也 满足 
Ke 的 所 有 条 件 , 因此 五 为 (p',p') 型 算 子 . 现 对 任意 的 fe LP?(R"), 有 


a Tf(z)g(z)de 
. 


lefls = sup 
lgllp'< 


一 sup 
llgllp’ <1 


< | jl。 和 上 zoll。 


< Apll flly. 


很 明显 , 这 里 4 与 = 及 f 均 无 关 . 至 此 我 们 证 明了 结论 (a). 
(b) 的 证 明 ， 首 先 说 明 对 fe 9(R") 及 ye 了" (y 六 0), 有 如 下 事实 ; 


人 f(z)Tig(z)de 


1/p 
(/. fe —w) ~ fea ) <Clyl, lgpgoo. (5.3.24) 
当 p = co 时 , 上 式 是 明显 的 . 我 们 仅 考虑 1 < p < co 的 情形 . 由 


f(z -ty) = (vf,—Y)(z 一切 )， 


得 
lg 
fe- -f) = | ff -wt 
= | (V1 -We ty) 
Iyl 
= | (Vhs sy)as, 
故 


Iyl 
二 (Vf,—y)(z — sy )ds 


1 |J(z 一切 一 foPaz] 1/p _ A 


< 人 ( [Iv ode ) a 


of 
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这 样 得 到 (5.3.24). 现 回 到 (b) 的 证 明 . 对 fe 9B(R") 及 0<n<e, 由 (5.3.24) 
和 (5.3.17) 有 


1/p 
Im -Tefls < | Kg ( [He - foas) 沪 
ye ‘Eg 


<C [ yl -IK (Wlay 
7<|ylge 
<CAilE-n)—0 ( 当 7,e 一 0). 


此 事实 说 明 , 对 je 9(R"), {Tf} 是 L?(R") 中 的 Cauchy 列 . 
现 设 1 es I?(R"), 那么 对 任意 的 6 > 0, 存在 ge 9(R") 使 得 f=g+h 且 
lls < 6. 因此 当 0 <7 < s 时 , 由 结论 (a) 


[15f — Teflly < Nr(f ~ 9)llp + Tg — Tegllp + Te(9 — f)llp 
< 2Ap6 + Th9 — Teglly 
一 2A,56, ( 当 ms 一 0) 


再 由 6 的 任意 性 知 , 对 fe IP(R"), {Tf} 仍 为 L?(R") 中 的 Cauchy 列 . 记 其 在 
LI?(R") 中 的 极限 为 Tf, 那么 


lim Tf = TH, =0. 
由 此 即 知 
[TFs < TF — Te fhe + Te fh; 
< Tf -Teflo+ Aplfls — Aollfl, Ge — 0). 


[Tfllp < Aypllfllps, 对 f € I?(R"). 


(c) 的 证 明 : 其 证 明 思想 同上 . 对 ge 9(R") 及 任意 的 和 >0, 当 0<n<e 
时 , 由 (5.3.24) 和 (5.3.17) 


fe: 19(®) -Teg(o) > As 人 IDeG) 一 Tetajlaz 


< /xo (fsar) 
n<lylse R™ 
C 
< /bg 
n<lylge 


< EY 0 ( 当 7 se 一 0). 
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此 事实 说 明 , 对 ge 9(R"), {Teg} 是 依 测度 Cauchy 列 . 现 设 fe L1(R"), 那么 
对 任意 的 5 > 0, 存在 ge 9(R") 使 得 f = g+h 且 |ihlli < 5. 因此 对 任意 的 
和 >0, 当 0<7<s 时 ,由 结论 (a) 


1 人 :TAO 一 至 Jo > A < |{z :Tf(z) — Trg(z)| > M3j 
+ |{z: 779g(z) — Teg(2)| > A/3} 
+ |{z:|1eg(z) — Tef(x)| > M3 


; 二 +|{z: Tg(z) — Teg(z)| > AM3 


6C6 
> 入 ， ( 当 1, Eo 0). 


再 由 6 的 任意 性 知 , 对 fe LI(R")， {Tf} 仍 为 依 测度 Cauchy 列 . 记 其 在 依 测 
度 意义 下 的 极限 为 Tf, 那么 对 任意 的 fe Li(R") 及 和 >0 


lim I{z: IT7(z) — Tef(2)| > A =0. 


因此 
fz: TAD) > ASHz:lr7G 一 天 fajl > /2 
+ {2: [Tf(0)| > NV 
< Hz: TF(0) -Tef(0)| > Na+ Sh 
一 Fh 一 0) 
故 结论 (c) 成 立 . 至 此 完成 了 定理 5.3.5 的 证 明 . 口 


[ 注 5.3.5] 从 上 面 定理 5.3.5 的 证 明 过 程 可 以 看 出 , 在 Calder6n-Zygmund 有 
异 积分 算 子 全 为 [2 有 界 的 前 提 下 ，H5mander 条 件 (5.3.19) 便 是 保证 代为 弱 
(1,1) 型 算 子 的 充分 性 条 件 . 

另 一 方面 ， 从 定理 5.3.5 的 证 明 过 程 易 知 ,如 将 Calder6n-Zygmund 核 的 条 
件 (5.3.17) 蔡 换 为 下 面 较 弱 的 条 件 : 


aup | IK(z)lazx < 41， (5.3.17)’ 
R>0 /Rg|z|<2R 


定理 5.3.5 的 结论 仍然 成 立 . 
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85.3.3 ” 齐 型 核 奇异 积分 算 子 及 其 极 大 算 子 


由 (5.3.4) 定义 的 奇异 积分 算 子 To 的 核 K(z) = p.v. 史 和， 由 于 9 满足 零 
阶 齐 次 条 件 (5.3.1), 因此 也 称 由 (5.3.4) 定义 的 奇异 积分 算 子 为 带 齐 型 核 的 奇异 
积分 算 子 . 这 类 算 子 的 产生 也 来 源 于 卷 积 型 算 子 Tf = KK *f 与 伸缩 变换 加 的 可 
交换 性 要 求 . 事实 上 , 设 nm (a > 0) 是 R" 中 的 伸缩 变换 , 如 no 与 卷 积 型 算 子 
Tf 一 K*f 可 交换 , 即 764 = 5o7, 那么 了 的 核 K 必 满 足 : 


K(ar) = a "K(z). (5.3.25) 


上 式 表明 天 是 -m 阶 齐 次 的 . 这 样 可 重 写 K(x) = 吕 作 ,其 中 Q 满足 零 阶 齐 次 条 
件 (5.3.1). 下 面 我 们 说 明 , 当 Q 满足 一 定 的 尺寸 条 件 时 ， 这 类 带 齐 型 核 的 奇异 
积分 算 子 的 L? 有 界 性 问题 可 由 定理 5.3.5 得 到 


定理 5.3.6 设 0 满足 (5.3.1) 和 (5.3.2). 此 外 Qe Fee(S"-10 且 


人 0 (5.3.26) 
0 0 
其 中 
weo(6) = sup |2(z) 一 Co)|， 0<6<1. 
"0 
对 > 0, 
Oy 
To - 三 : : 一 2)Q 
hey es pe fe —y)dy 


称 为 To 的 截断 算 子 . 那么 对 1 入 p < co 

(a) To,e 是 弱 (1,1) 型 和 (p,p) 型 算 子 (1 < p < co), 且 Ta,ellodaan 和 
7R,slle ao 均 与 < 无关; 

(对 1<p<oo 及 je IP(R"), 极 限 lim Ta,f 在 LP 范 数 意义 下 存在 ， 
记 为 

Tof (0) = lg Toef(o) = pv fl — WK (Wdy, 

则 7Tp 为 (p,p) 型 算 子 ; 

(© 对 fe 三 (R), 极限 lim Tbey 依 测度 收敛 意义 下 存在 ， 记 为 


Taf (7) =: lim Th,ef (2) = Pp.v. 上 f(z — EK (Yay, 


那么 Ta 为 弱 (1,1) 型 算 子 . 
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[ 注 5.3.6] woo 称 为 9 的 L%(S"m-1) 连续 模 , 而 (5.3.26) 称 为 L%-Dini 条 件 . 


定理 5.3.6 的 证 明 注意 到 , 如 记 K(x) = 下 委 ,那么 : 

(a) De Ts ) > | 天 (z)| < Ailzl™"; 

(b) o 满足 (5.3.2)< 人 对 0<r< 尺 < oo， K(z)dz = 0. 
rg|z|gR 


因此 由 定理 5.3.5, 只 需 验 证 K(x) = 人 ?ez) 满足 Himander 条 件 (5.3.19). 记 


Re- DR 0 nt (a ) 


:二 呈 十 J]. 
注意 到 当 0<0<1 及 |z| > 2ly| 时 , 有 


1 
lz —0y| < Iz|+lyl < 5 及 lz-y>|z| -ly > 52. 


因此 ) 
1 1 lyl|lz — 0y|™— Iy 
A A eA 二 
pm rl py < Cl | 
另 一 方面 , 当 |z| > 2|ly| 时 
2 一 Y lyl 
.3.2 
Ew | < we 


这 样 由 (5.3.27) 和 (5.3.28) 知 当 |z| > 2|y| 时 ， 
ee TY NL 
we -DK < (ES) -a( 商 ) z 
+Cl|Qloolyl zl "+ (5.3.29) 


WS | 说 有 Iz|-"* + ClQlolyllzl "+. 


Iz — yl-” 


因此 由 (5.3.29) 得 到 


i IK(z—Yy)— K(z)ladr < sg| Woo 可 一 二 十 Cl 
le|>2ly| lzl>2lg| |z|/ lz 


1 n—1 


8 mW 
0 
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如 记 Q(z) = 茄 (1<j<n), 那么 易 知 9; 满足 Zee-Dini 条 件 . 从 而 由 定理 
5.3.6 得 
推论 5.3.7 Riesz 变换 Rj 为 (p,p) 型 (1 < p < co) 和 弱 (1,1) 型 算 子 . 


接 下 来 我 们 将 说 明 ,在 定理 5.3.6 的 条 件 下 , To 不 仅 是 截断 算 子 族 {To,。} 
的 到 极限 (1 < 2 < co) 或 依 测度 意义 下 的 极限 (p = 1), 而 且 也 是 {7pe} 在 几 
乎 处 处 意义 下 的 极限 . 为 此 需要 研究 截断 算 子 族 {Tp,e} 的 极 大 算 子 78 的 有 界 
性 问题 , 这 里 7 定义 为 78jJ(z) = bp |7T6,ef(z)|. 于 也 称 为 极 大 奇异 积分 算 子 . 


下 面 的 引 理 表明 , 在 一 定 的 条 件 下 , 7 能 被 Hardy-Littlewood 极 大 算 子 点 
态 控 制 . 


引 理 5.3.8 (Cotlar 不 等 式 ) 如 Q 满足 (5.3.1)，(5.3.2) 及 L%-Dini 条 件 
(5.3.26), 那么 存在 常数 C1,C2 > 0 使 得 对 je LP(R") (1<p < co) 及 7 eR"， 
T&f(z) < CuM(GTpj)(o + CaM f(z), (5.3.30) 
其 中 M 为 Hardy-Littlewood 极 大 算 子 . 
证 明 记 K(z) = |z|-"Q(z) 及 Ke(z) = zj-"Q(z)xalzej(z) (e > 0). 取 非 
负 的 径 向 函数 p € .9(R") 使 得 supp(o) c {z:|z|<1} 且 fn p(X)dz = 1. 进 一 
步 还 可 要 求 p(|z|) 关于 |z| 递减 
令 B(z) = 天 *yp(z) 一 K1(z). 如 对 e >0, 记 (x)= 去 (2) 及 ye(x)= 
去 2 (3) ,那么 
Ge(Z) = pe * K(x) — Ke(7). (5.3.31) 


由 (5.3.31), 对 f € L?(R") 
To,ef (7) = Ke * f(x) = (pe * K)* f(7) — Be* f(7). (5.3.32) 
另 一 方面 , 对 n>0 和 xeR", 有 
(pe * Kn)* f(7) = pe * (Kn * f)(2) = pe * (Th,nf)(7z). 


视 Pe E Lr, 那么 当 7 一 0 时 ， We *K, 依 LP? 范 数 收敛 至 pe*K 而 Tonf 依 L? 
范 数 收敛 至 Thf, 这 样 (pe * 玉 ) * f(x) = pe * (Tnf)(z). 此 式 连同 (5.3.32) 得 到 


To,ef (7) = pe * (Tnf)(7) — Be * f (2). (5.3.33) 
现 说 明 更 能 被 一 个 径 向 可 积 函 数控 制 . 如 lz| < 1, 那么 


80 = Ka) = | ole -WD) -w(K (ay 
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注意 到 K(y) = |y|"Q(y), p € F(R") 及 suppp C {7 :|z| 1}, 故 当 |z| <1 
时 , 更 是 有 界 的 . 同样 , 当 1 < |z| < 2 时 , 更 仍 有 界 . 如 |z| > 2, 则 


ao) = | Ke Wolay — Kls) = {KG -Ke 
RR? Iylg1 
因 |z| > 2 之 2lyl, 由 (5.3.29) 知 
Ke- -KO < Col" wo (BE). 


这 样 |®(z)| < 0'|z|-"woo( 丫 ). 综 上 可 知 ,更 的 递减 径 向 控制 函数 更 (>) = 2 |®(y, 


ly|z2|z 

必然 是 可 积 的 . 这 样 由 (5.3.33) 并 应 用 定理 1.3.6 得 到 (5.3.30). 口 

定理 5.3.9 如 Q 满足 (5.3.1)(5.3.2) 及 Zece-Dini 条 件 (5.3.26), 那么 极 大 奇 
异 积分 算 子 6 是 (p,p) 型 (1 <p < co) 和 弱 (1,1) 型 算 子 . 

证 明 由 Cotlar 不 等 式 (5.3.30) 及 Hardy-Littlewood 极 大 算 子 M 和 奇异 积 
分 算 子 To 的 (p,p) 有 界 性 ( 见 定理 1.2.7 和 定理 5.3.6) 可 得 76 的 (p,p) 有 界 
性 . 下 面 仅 说 明 76 为 弱 (1,1) 型 的 , 其 证 明 思想 类 似 于 定理 5.1.12 的 证 明 . 

对 任意 的 fe Li(R") 及 入 > 0, 由 Calder6n-Zygmund 分 解 (定理 5.1.8) ， 
存在 R”" 中 内 部 两 两 不 交 的 方 体 列 {@;} 及 f = 9g 十 b, 使 得 


{xz ER* :7T%f(z) >AH < |{z eR" :ITE9g(z) > 全 }| 


(5.3.34) 
+|{z € R" :7T%b(x) > 分 }|. 
因 gl < CA 县 鸡 是 (2,2) 型 算 子 ,得 到 
入 1 
人 sea > 2)| < C%*raglB < oS (5.3.35) 


记 8; 的 中 心 为 y;, Q@; 的 边 长 为 d;, 并 令 5; = Vn8; 及 =U; 5;. 这样 
Cn 
IE| < ,15 = SOal0d| < fh. 
了 了 
由 此 得 到 


人 sm > | < P+ 


人 E 五 “ :Tb0(Z) > 引 . (5.3.36) 
取 定 Xe Bc 及 e>0, 则 
To,eb(z) = > Ke(x — y)b(y)dy. 
了 人 
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那么 对 每 一 个 8;, 下 面 三 种 情况 之 一 必然 出 现 : 
(a) Blz,s)mnei = Q;; 
(b) B(x,e) N Q; = 0; 
(c) 存在 ys Q;, 使 得 |z 一 y| = &. 
对 情况 (a), 及.(z 一 y) = 0, 故 Ta,eb(x) = 0. 对 情况 (b), 有 Ke(z-y) = K(x-y)， 


| / Ke(x — Yy)bj(y)dy 
Qi 


二 人 [K(2 —Y) — K(z — Yy;)]b;(y)ay 
< [ IK(z—y) — K(z — yi)llb;(y)lay. 
Qj 


至 于 情况 (o), 注意 到 z e Ee C 59, 则 存在 仅 与 nn 有 关 的 常数 0< Ch <1 < Cn 
使 得 Qi C B(z,Cne). 同时 亦 有 B(z, C4e) n @) = 外. 这 样 , 对 任意 的 ye Q;， 


Q(z—)| 
人 的 


KZ 一切 | < lz = 


< Qo(Cne) ™. 


记 ?二 Cné, 那么 


| Ke -wow)ay 
Qi 


< [ [Ke(z — lo(y)lay 
QinB(cr) 


1 
区 [ol 到 一 亿 < /1 i 
sclolce fel < "TB | Pe 
现 对 扩 有 的 方 体 求 和 得 . 
Toe) < 5 Kee- -Feel + es 


因此 
Taos) < 5 | Ge) ~ Kle wlll)lay + CMuo) 


这 里 M 记 Hardy-Littlewood 极 大 算 子 . 这 样 
f E 五 :782D(Z) > 引 
a 
< (sep: 3 Me- 人 -Ke 一 lp 了 


十 


f € E° :CMOb(x) > 2)| 
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由 (5.3.23) 和 M 的 弱 (1, 1) 有 界 性 得 

攻 E Ee : Teb(x) > 让 < Sh 

此 不 等 式 连同 (5.3.34)~(5.3.36), 便 说 明 Ts 是 弱 (1,1) 型 的 . 口 


推论 5.3.10 如 Q 满足 (5.3.1)(5.3.2) 及 LX-Dini 条 件 (5.3.26)， 那 么 对 
f EL?(R") (1 < p< ool, lime yo Thef(z) = Tof (7)，a.e. x € R", 其 中 To 由 定 
理 5.3.6 结论 (b) (c) 所 确定 . 

证 明 对 fe IL?(R")(1<p<o0), 令 


A(f)(z) = lim ysup To,ef (72) 一 lm inf T9 ef (x)|, zx € R", 


则 A(f)(z) < 278f(z)， 对 任意 的 6 > 0, 记 f = g+h 使 得 g e CY(R") 且 
lhllp < 5. 由 于 9 满足 消失 条 件 (5.3.2) 并 注意 到 9 具有 紧 子 集 , 因此 当 = 一 0 
时 , 79,eg 一 致 收敛 于 Tag. 故 A(g)(z) = 0. 这 样 , 对 于 1 < p < wo， 


Ad < AC < 2Apllhlly < 24z6. 


由 6 的 任意 性 得 出 , A(f)(z) = 0 ae xz e Rn， 因 此 对 a.e，x e R"， 极 限 
lim To ef (7) 存在 . 


当 p= 1 时 , 对 任意 的 入 > 0, 有 
{zs eR" :APE) > A < Sah < EE. 
从 而 仍 有 AU1)(z) = 0 ae z e R". 故 极限 lm Th.ef(z) 在 几乎 处 处 的 意义 下 
仍 存在 . 最 后 ， 上 述 事实 结合 定理 5.3.6 的 结论 (b) 和 (c) 便 知 推论 成 立 . 口 


在 定理 5.2.7 中 , 我 们 运用 旋转 方法 给 出 了 极 大 Riesz 变换 局 的 (p,p) 有 
界 性 (1 < p < co). 作为 定理 5.3.9 的 特殊 情形 ， 有 如 下 推论 : 


推论 5.3.11 对 1<j<gn, 极 大 Riesz 变换 及 为 弱 (1,1) 型 算 子 . 


下 面 我 们 将 说 明定 理 5.3.6 的 条 件 可 以 减弱 . 显然 , 如 记 K(z) = ?9 ， 那 
么 条 件 (5.3.17) 等 价 于 Qe L%(S"-1), 即 有 


Qe Ze(S" 0) < |K(r)| < Ailz|". 
另 一 方面 , 如 KK(z) = 双 ,那么 


QeL(S"!1) > sp | IK(z)ldz < 41. 
Rg|z|<2R 
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注意 到 Z(S" 1) SG L4(S"-1) (1 < gqg < co), 故 上 述 事 实 及 [ 注 5.3. 引 启示 我 们 ， 
可 以 在 比 定理 5.3.6 的 条 件 更 弱 的 情况 下 ， 获 得 齐 型 核 奇异 积分 算 子 To 的 I? 
有 界 性 和 弱 (1,1) 有 界 性 . 先 给 出 Ze-Dini 条 件 的 定义 . 


定义 5.3.1 对 1<g< o%, 说 S"-! 上 的 函数 Q(z') 满足 L4-Dini 条 件 , 如 : 
(1) 0 € L2(S™™); 
1 
(过 | Saas < co. 


这 里 wa(6) 称 为 0Q 的 La 积分 连续 模 ， 其 定义 为 : 对 0<5<1， 


1/gq 
a 他 pz) -old 二 
loll<6 \Js"-1 


及 
woo(6) = sup |Q(pz’) — Q(z)), 
loll<5 


其 中 p 是 R" 中 的 旋转 ,lloll = sup floz' 一 zl :me Sn 下 


[ 注 5.3.7] 很 明显 , 当 1<r<g<o 时 , 如 满足 L4-Dini 条 件 , 那么 Q 
也 满足 L"-Dini 条 件 . 


定理 5.3.6 给 出 了 当 Q 满足 L%-Dini 条 件 时 齐 型 核 奇异 积分 算 子 Th 的 
L? (1 <p < co) 有 界 性 和 弱 (1,1) 有 界 性 . 下 面 说 明 L%-Dini 条 件 被 更 弱 的 L9- 
Dini 条 件 (1 < gq < co) 替代 后 , 仍 保证 To 是 Ze 有 界 和 弱 (1,1) 有 界 的 . 先 给 出 
两 个 重要 结论 , 它们 表明 L1-Dini 条 件 和 Homander 条 件 (5.3.19) 本 质 上 等 价 . 


引 理 5.3.12 设 9 满足 (5.3.1) 和 (5.3.2), K(x) = Q(z)lzl-?. 那么 
(a) 如 果 9 满足 Li-Dini 条 件 , 则 Qe Llogt1L(S"-1) 是 K 满足 Homander 
条 件 ; 
(b) 如 果 K 满足 Himander 条 件 , 则 Q € LlogtL(S"-!) 上 且 满足 Li-Dini 
条 件 . 


[ 注 5.3.8] 结论 (a) 由 A. P. Calder6n, M. Weiss 和 A. Zygmund 在 1967 年 
证 明 [16], 而 结论 (b) 由 A. P. Calder6n 和 A. Zygmund 在 1979 年 证 明 [19]. 


定理 5.3.13 设 Q 满足 (5.3.1) 和 (5.3.2) 及 La-Dini 条 件 (1 < gq < co). 那 
么 齐 型 核 奇异 积分 算 子 Tp 是 (p,p) 型 (1 < p < co) 和 弱 (1,1) 型 算 子 . 

证 明 只 需 考 虑 g = 1 的 情形 ( 见 [ 注 5.3.7] ) . 由 引 理 5.3.12 知 ,，Q e 
Llog'L(S"-!) 且 K(z) = Q(z)|z|-" 满足 Himander 条 件 (5.3.19)， 应 用 推论 
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5.3.3 得 To 是 (2,2) 型 的 . 又 由 定理 5.3.5 的 证 明 过 程 可 推出 To 是 弱 (1,1) 型 算 
子 ( 见 [ 注 5.3.5] ) . 再 运用 Marcinkiewicz 算 子 内 插 定理 和 对 偶 方法 ( 亦 见 定理 
5.3.5(a) 的 证 明 ), 便 可 知 算 子 Tb 是 (p,p) 型 和 弱 (1,1) 型 算 子 . 品 


[ 注 5.3.9] 在 定理 5.3.13 的 条 件 下 ， 齐 型 核 极 大 奇异 积分 算 子 Ts 也 是 
LP? (1 <p<o0) 有 和 界 和 弱 (1,1) 有 界 的 . 因此 在 相同 的 条 件 下 , 对 于 f € I? (1 < 
p< 0%), lim Th,ef(z) = Taf(z)，a.e. x € R". 特别 地 ,此 结论 对 经 典 Calder6n- 
Zygmund 奇异 积分 算 子 成 立 ( 见 引 理 5.3.12(b)) . 


85.3.4 有 具 非 光 滑 核 的 奇异 积分 算 子 的 L? 有 界 性 * 


定理 5.3.13 表明 在 很 弱 的 条 件 下 , 齐 型 核 奇异 积分 算 子 Th 是 L? 和 弱 (1, 1) 
有 界 的 . 然而 L?-Dini 条 件 仍 反 映 了 Q 在 S"-! 上 一 定 的 光滑 性 质 . 另 一 方面 , 注 
意 到 推论 5.3.3 和 推论 5.3.4 中 所 讨论 的 (2, 2) 型 奇异 积分 算 子 Th 的 核 函数 9 
在 S" 上 均 没 有 任何 光滑 性 . 因此 一 个 自然 的 问题 是 : 当 p 尖 2 时 , 推论 5.3.3 
和 推论 5.3.4 的 结论 是 否 仍 成 立 ? 称 核 函数 0 在 S"-: 上 没有 任何 光滑 性 的 奇异 
积分 算 子 To 为 非 光 滑 核 奇异 积分 算 子 (也 称 带 粗 糙 核 的 奇异 积分 算 子 ) . 这 样 
上 述 问题 亦 可 表述 为 : 非 光 滑 核 奇异 积分 算 子 Ta 是 否 为 Ie(1 < p < co) 和 弱 
(1,1) 有 界 的 ? 研究 表明 , 当 Q 满足 一 定 尺 寸 条 件 时 ， 上 述 问 题 的 回答 是 肯定 的 . 
下 面 我 们 运用 85.2.2 中 介绍 的 Calder6n-Zygmund 旋转 方法 将 带 奇 核 的 奇异 
积分 算 子 ( 见 [ 注 5.3.3]) 的 Z2 有 界 性 (推论 5.3.4) 开拓 为 L? 有 界 性 (1 < p < co). 
定理 5.3.14 设 1 < p < co, To 为 带 奇 核 的 奇异 积分 算 子 . 那么 ， 
(a) To 在 L?(R") 上 有 定义 且 为 (p,p) 型 算 子 ; 
(b) 76 亦 为 (p,p) 型 算 子 ; 
(c) 对 je Lr?(R"), Tof (7x) = lim To,ef (x) ae z € R". 
证 明 由 引 理 5.3.1 知 奇异 积分 算 子 To 在 .>(R") 上 是 有 定义 的 . 先 考 虑 
fe 7(R") 的 情形 . 运用 球 坐标 变换 以 及 Q 在 S"-! 上 的 奇 性 (5.3.15) 得 到 


Taeflo) = 三 人 ol) 有 Jay 


这 里 Hs, 为 截断 方向 Hilbert 变换 (其 定义 见 定理 5.2.6 的 证 明 ) .由 H*, 的 
L? (1 <p<o0) 有 界 性 知 


) 站 IQ(y HY f(z)dy' < oo， ae. ER". 
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运用 Lebesgue 控制 收敛 定理 得 
Tof (7) = ;|/ Q(y Hy f(r)dy, ae. ER". 
Sn—l 


故 应 用 定理 5.1.9 及 旋转 方法 (命题 3.2.4) 知 To 在 .NI?(R") 上 是 (p,p) 型 
算 子 . 由 (R") 在 L?(R") 中 的 稠密 性 ， 并 通过 极限 过 程 知 To 在 L?(R") 有 定 
义 且 在 L?(R"*) 上 有 界 . 

男 一 方面 , 容易 看 出 , 对 f € L?(R")， 


IT7%f(2)| < 2 上 要 IQw HY, f(z)dy'. 


由 此 式 及 定理 5.1.12 说 明 28 亦 为 (p,p) 型 算 子 . 最 后 ,应 用 算 子 族 的 点 态 收敛 
性 (定理 1.2.8) 得 到 结论 (c). 口 


[ 注 5.3.9] 带 奇 核 的 奇异 积分 算 子 不 是 (1,1) 型 算 子 (例如 ，Hilbert 变换 就 
不 是 (1,1) 型 算 子 ) . 然而 , 带 奇 核 的 奇异 积分 算 子 是 否 为 弱 (1,1) 型 算 子 , 是 一 
个 至 今 尚 未 解决 的 问题 . 


[ 注 5.3.10] 如 QQ 仅 满足 (5.3.1)~(5.3.3), 而 不 满足 奇 性 条 件 (5.3.15)， 那么 
定理 5.3.14 的 结论 不 再 成 立 . 这 说 明 在 上 述 情况 下 ， 对 于 奇异 积分 算 子 T 的 
Z2 有 界 性 而 言 , S" : 上 的 可 积 函 数 空间 显得 过 大 .因此 寻找 ZI(S"-1) 的 子 空 
间 KK, 以 保证 相应 于 K 中 函数 Q 的 奇异 积分 算 子 Ta 的 L? 有 界 性 便 成 为 十 分 
重要 且 非 常 有 意义 的 问题 . 


注意 到 对 于 Q es L1(S"-1), 总 有 如 下 的 分 解 : 


Q(z') = Q(x) I Q(z) ee Q(z) + Qs), vw eS 


其 中 Q。, 9 分 别 为 S"-! 上 可 积 的 偶 函 数 和 奇 函 数 . 因此 对 于 一 般 奇异 积分 算 
子 To 的 Z2 有 界 性 的 讨论 便 归结 为 带 偶 核 的 奇异 积分 算 子 (定义 见 [ 注 5.3.3]) 
的 L? 有 界 性 问题 . 

早 在 1956 年 ， A.P.Calder6n 和 A.Zygmun [18] 便 考虑 了 这 个 问题 . 对 于 Tw 
为 带 偶 核 的 奇异 积分 算 子 , 由 于 不 能 通过 方向 Hilbert 变换 的 积分 来 表达 To, 故 
不 能 直接 运用 旋转 方法 导出 Th 的 Z 有 界 性 . Calderbn 和 Zygmun 的 基本 思想 
是 ， 


Qi) 运用 等 式 (5.2.15), 写 


To=— 2 RT) = — > R(ThR)); (5.3.37) 
j=1 j=1 
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(i) 验证 复合 算 子 Tm; 的 核 为 奇 核 (这 可 由 Riesz 变换 Rj 是 奇 核 及 To 
为 偶 核 得 到 ); 
(it) 通过 加 强 9 的 尺寸 条 件 (由 [ 注 5.3.10] 这 是 必须 的 ), 验证 复合 算 子 
Tn 的 核 函 数 在 S" : 上 可 积 , 并 运用 定理 5.3.5 得 到 复合 算 子 ThR; 的 L? 有 
界 性 ; 
(iv) 最 后 由 (5.3.37) 及 Riesz 变换 的 L? 有 界 性 得 到 Tw 的 L? 有 界 性 . 
基于 上 述 思想 ，Calderbn 和 Zygmun [18] 证 明了 下 面 的 结果 : 
定理 5.3.15 设 9 满足 零 阶 齐 次 条 件 (5.3.1) 和 消失 条 件 (5.3.2). 如 Q es 
Zlog Z(S" -0), 那么 对 1 < p < co, 奇异 积分 算 子 To 为 (p,p) 型 算 子 


定理 5.3.15 及 极 大 奇异 积分 算 子 7 为 (p,p) 型 算 子 的 证 明 亦 可 见 [32]. 
1979 年 ，W. Connett [22] 以 及 F. Ricci 和 G. Weiss [41] 分 别 独立 地 改进 了 
上 述 结果 : 


定理 5.3.16 设 9 满足 零 阶 齐 次 和 消失 条 件 . 如 Q 为 S"-1 上 的 Hardy 空 
间 及 ' ($1) 中 的 函数 , 那么 对 1 < p < oo, To 为 (p,p) 型 算 子 . 


1997 年 , D. Fan 和 Y. Pan [26] 进一步 证 明了 , 在 定理 5.3.16 的 条 件 下 , 其 
极 大 奇异 积分 算 子 7g 亦 为 (p,p) 型 算 子 . 
有 关 Hardy 空间 H1(S"-1) 的 定义 及 上 述 结论 的 证 明 亦 可 见 [37]. 


| 注 5.3.11] 定义 于 S" !: 上 的 函数 空间 有 如 下 的 包含 关系 : 


L™(S” ’) G L2(S"-!1)(1<g < oo) 
GLlog'L(S"™!) CE Hi(S"-!1) C Li(S"™-!). 


最 后 , 我 们 给 出 非 光滑 核 奇异 积分 算 子 Th 的 弱 (1,1) 型 结果 , 它 被 A. Seeger 
在 1996 年 所 证 明 [44]: 


定理 5.3.17 设 9 满足 零 阶 齐 次 条 件 和 消失 条 件 . 如 Qe LlogtL(S"-!), 那 
么 奇异 积分 算 子 Th 为 弱 (1, 1) 型 算 子 . 


[ 注 5.3.12] 当 Q 满足 零 阶 齐 次 和 消失 条 件 , 且 Qe H1(S"-!) 时 , 奇异 积分 
算 子 Ta 是 否 为 弱 (1,1) 型 算 子 , 是 个 至 今 仍 未 解决 的 问题 . 
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Co 


10. 


习题 五 


. 设 pe .F(R). 证 明 : Hyp e Li(R) 当 且 仅 当 所 p(z)dzx = 0. 
. 设 feI2(R), zf e LI2(R), 有 8 fh f(z)dz =0. 证明: Hf € Li(R). 
. 证 明 : 对 任意 的 f,g e L2(R), 有 


(a) 如 太 为 实 值 函数 , 那么 (f, Hf) = 0; 
(b) H(f *g9)=f*Hg= Hf*g. 


.证明 : L?(R) (1 < p < co) 中 奇 ( 偶 ) 函数 的 Hilbert 变换 为 偶 ( 奇 ) 函数 . 
. 设 fe C2(R?). 证 明 : 


A 
(i) Bi = BP iR2) Ber ) 了 三 1,2; 


Orzo 
.、| OF of of .9f 
一 一 | < ey | 
Oz1 2 O72 本 ?pz py > bo 
. 证 明 推 论 5.3.2. 


. 设 Q 满 足 (5.3.1) 及 (5.3.3). 对 e >0 及 fe LIP?(R)(1<p<x oo), 定义 算 子 


全 如下: 


Tj(z) = / a 


z—y|<1 |z ~ A 


证 明 : 了 为 (p,p) 型 算 子 (1 <p < oo). 


. 设 9 非 零 并 满足 (5.3.1)~(5.3.3)， 证 明 : 如 果 f > 0 且 |fllt > 0, 那么 


Tof 4 (R"), 其 中 To 是 奇异 积分 算 子 . 


. 设 0 满 足 (5.3.1)~(5.3.3). 证 明 : 如 果 奇 异 积 分 算 子 To 是 L? 到 Ze 有 界 的 


(1 <p,g < 00), 那么 p= 4g. 
证 明 : 条 件 (5.3.17)' 与 下 面 等 价 : 


2 IzK (zw)ldr < 4 (5.3.17)" 
R>0 R JlzslgR 


从 而 ,如 将 Calder6n-Zygmund 核 的 条 件 中 (5.3.17) 替换 为 (5.3.17)”, 定理 
5.3.5 的 结论 仍然 成 立 . 


第 六 章 ”小 波 分 析 初 步 


自 1985 年 Meyer 基 ( 见 [38][35]) 产生 至 今 , 小 波 分 析 在 理论 和 应 用 方面 均 
得 以 迅速 发 展 , 现 已 被 广泛 应 用 于 数值 分 析 、 信 号 处 理 、 图 像 处 理 、 语 音 识别 、 
地 震 和 石油 勘探 等 领域 . 在 这 一 章 我 们 将 介绍 小 波 分 析 的 基本 理论 . 


86.1 基本 小 波 与 小 波 变 换 


86.1.1 基本 小 波 


定义 6.1.1 称 及 上 定义 的 函数 少 为 一 个 基本 小 波 , 如 果 它 满足 以 下 条 件 ， 
(a) We L2(R); 
(b) (容许 条 件 ) Cy =: 上 MP 全 Ee 
[ 注 6.1.1] 如 果 基 本 小 波 沙 E Li(R) nL2(R), 那么 由 人 (E) 在 零点 的 连续 性 
及 容许 条 件 (b) 知 必 有 w(x)dz = (0) = 0. 
下 面 给 出 基本 小 波 的 几 个 例子 . 
例 6.1.1 如 下 定义 的 Haar 函数 h 是 一 个 基本 小 波 : 


1, ze [0,1/2), 
h(z) = 4 —1, Z € 11/2,1), 
0， z ¢ [0,1). 


事实 上 , he Li(R) NL2(R), 故 hh 的 Fourier 变换 为 : 


V2 人 
h(é) ss 上 e227"itz yy -|/ e227itz 7 
0 1/2 
Einé 二 本 e 一 27 认 二 e 一 ?TS 
-2xi 2rié 
四 (1 es Ee)? 
2ni€ 
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显然 容许 条 件 (b) 亦 满 足 . 

例 6.1.2 Gaussian 小 波 V(z) = Cre-"* 是 一 个 基本 小 波 . 

事实 上 , 易 知 %(6) = -iCte-"e. 从 而 条 件 (a) 和 (b) 均 满足 . 注意 到 

Lire =20 |/ ee ea = c/an, 

因此 如 取 C = V3 则 有 Cy = 1 

例 6.1.3 墨西哥 帽 小 波 少 由 其 Fourier 变换 V(6) = CE2e-" 所 定义 . 显然 
墨西哥 帽 小 波 % 是 一 个 基本 小 波 . 直接 计算 , 可知 W(z) = C(1/2r - z2)e-rz” 
特别 地 , 如 取 C = 27, 那么 Cy = 1 

[ 注 6.1.2] Gaussian 小 波 和 墨西哥 巾 小 波 本 质 上 分 别 是 Gaussian 函数 e-rz” 
的 一 阶 和 二 阶 导数 . 


86.1.2 ”连续 小 波 变换 


定义 6.1.2 设 % 为 基本 小 波 目 / e L2(R). 那么 关于 的 连续 小 波 变换 
定义 为 : 
Wo 四 = 人 7 了 5Gjdn (6.1.1) 
其 中 a,b€ R, a 0， ， 
yos(z) = |al- YY(——). (6.1.2) 


定理 6.1.1 设 少 为 基本 小 波 旦 fe L?(R). 那么 连续 小 波 变换 Wi f(a,b) 
满足 如 下 性 质 : 
(a) (可 加 性 ) 设 ,fo EL?(R) 且 jz) = 户 (z) + 户 (z), 那么 Wyf(a,b) = 
Wy fi(a,b) + Wy f2(a, bi 
(b) (平移 ) 设 g(x) = f(x 一), 那么 Wyg(a,b) = Hp job 一 ci 
(c) (伸缩 ) 设 g(x) = f(cz), 那么 Wg(a,b) = |c|-12Wyf(afc,bo); 
(d) (小 波 变换 的 Parseval 等 式 ) 如 ge LI2(R), 那么 


/wot dma -oo /apajd (6.1.3) 
R2 a 及 
特别 地 , 对 任意 的 f e L?(R) 

由 上 eye DP sO 上 | Fa)2az. (6.1.4) 
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证 明 仅 证 结论 (d). 首先 说 明 对 a.e，a e 及 ，Vzy f(a,.) e I2(R). 注意 到 
bas(é) = e-2"ibé|al1/2wy(at). 由 工 2 ( 民 ) 中 Fourier 变换 的 Parseval 等 式 (2.2.4) 得 


Wf (0,5) = 上 Fezraelal727(o6d = Fl(b), 


其 中 F(é) = f(&)lal129(ag). 由 于 


Lhera)s= AP(/ lg 人 
GO yj 


= Cup|jla < oo， 


故 对 a.e. a € 下, Fa(&) 关于 《平方 可 积 . 由 Plancherel 定理 (定理 2.2.2) 和 上 式 ， 
对 ae. ae 了 及 


[ Wf (a, bl?db = [二 (-b)l?ao = [ 到 (2& < oo 
及 及 了 及 


现 记 Go(6) = 96)lalM2%(a6), 那么 Go e LI2(R) 且 Wg(a,5) = Go(-b). 运用 
Parseval 等 式 (2.2.4) 得 


/ Wyf(a,b)Wygla,b)db = 上 Fi(—b)Ga(—b)db 
及 及 
= | mG (6.1.5) 
= 下 Flallylae)Pae 
在 (6.1.5) 两 边关 于 锅 作 积分 , 由 Fubini 定理 并 再 次 运用 Parseval 等 式 得 
= /7979 all%(a a9 
/. = | Aono( {labs ) 


-Co /| 75 
= Cy | | ,/ (x)g(z)dz. 
口 


[ 注 6.1.3] 定理 6.1.1(d) 表明 , 映射 了 一 Wyf 是 L2(R,dz) 到 L?(R?,dadb/a?) 
的 同 构 ,其 中 空间 L2(R?, dadb/a?) 中 的 内 积 定义 为 : 


(FG) = 人 F(a, O(a De Ce 
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下 面 给 出 连续 小 波 变换 的 反 演 公式 . 


定理 6.1.2 设 为 满足 Cy = 1 的 基本 小 波 . 则 对 任意 的 fe 52(R), 在 工 ?2 


意义 下 有 i 
Q 


a Ws f(a, ba (2) 


(6.1.6) 
,2 Wn Wwf (0, b)we, 有 全 


证 明 记 


Saafo= // bo 
那么 对 任意 的 ge 2(R) 有 
(Se,4,Bf,9) )=/ 1 Wy f (a, b) wa, a 3 才 )7Gjur 
=-/ J Wf(o, Doge ee 
lbl<B 


这 样 由 (6.1.4) 式 得 
|(f — Se,4,Bf,9)| 


| 人 
dadbN 2 dadbNL2 (6.1.7) 
| 
| 4 | v9| a2 
dadb 
一 一 fl | 
(fs | 325 lgll> 


注意 到 


人 


| | {00 seanf(o)oa, 
llgll2=1 | JR 
由 (6.1.7) 并 应 用 Lebesgue 控制 收敛 定理 知 


lm If-Sc4afla=0. D 


4,B 一 co 


下 面 的 结果 表明 ,连续 小 波 变换 可 被 用 于 刻画 L2(R) 中 函数 的 光滑 性 . 先 
给 出 一 个 记号 . 对 fe L2(R) 及 s> 0, 称 


1/2 
fl = ( 人 EP"IOPde】 
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为 了 的 Sobolev 范 数 . 不 难 证 明 , 如 果 jl。< oo, 那么 当 k < s 一 1/2 时 , / 具 
有 阶 连续 导数 . 
定理 6.1.3 设 为 满足 Cy = 1 的 基本 小 波 . 如 存在 s > 0 使 得 


六 仙人 


R |él1+2s dé 0 


A dadb 
Q 
[fs Wet dh Bm = CoalflB, 


证 明 在 (6.1.5) 中 取 了 = 9 并 在 其 两 边 除 以 a2+2s, 再 关于 a 两 边 积 分 得 : 


dadb a plaé)? 
Nh wi rs- /OP Edad = CoalflB,. 0 


86.1.3 ”离散 小 波 变换 及 小 波 框 架 
对 小 波 变换 作 离 散 化 处 理 , 无 论 在 理论 上 还 是 应 用 方面 都 是 重要 的 . 我 们 先 
引入 二 进 小 波及 其 变换 . 
定义 6.1.3 设 光 Ee 2(R). 如 存在 常数 0 < 4 < B, 使 得 : 
A< > (2-76)2 < B， (6.1.8) 


jE€Z 
则 称 % 为 二 进 小 波 ， 而 条 件 (6.1.8) 称 为 稳定 性 条 件 . 对 fe L?(R), 其 关于 » 
的 二 进 小 波 变 换 定义 为 
WEf(b) =: f * Yan(b) 
一 2 上 f(z) POF DJdz (6.1.9) 
及 

= 2*/2Wy 2- 6), 

其 中 ke€ 2Z,b>0, 且 wor(z) = 2-ty(2-*7x). 
命题 6.1.4 (稳定 性 条 件 的 基本 性 质 ) 
(a) 稳定 性 条 件 等 价 于 


A < > How7(2 )P < Bl, fe L2(R); (6.1.10) 
kEZ 
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(b) 稳定 性 条 件 蕴含 了 每 个 二 进 小 波 必然 是 基本 小 波 
证 明 由 于 Wf(é) = (E)y%(2-*é), 故 结论 (a) 由 此 可 得 . 另 一 方面 , 易 知 


2 一 5 十 1 


? 2%(2-76) 2 (的 | 
/ é «= |. er 


由 (6.1.8) 有 _ 
oo 2 
4og2< | PS ae < Blog2 
0 . 
同 理 有 
Alog2< | < Blog2 
0 
从 而 (b) 获 证 . . 口 


二 进 小 波 变换 实际 上 是 将 小 波 变换 的 伸缩 参数 a 进行 了 二 进 离散 化 . 下 面 
讨论 更 一 般 的 伸缩 同时 对 平移 参数 b 也 进行 离散 化 的 情形 . 取 定 常数 oo > 1， 
bo > 0, 设 光 是 一 个 基本 小 波 . 考虑 由 ?的 伸缩 和 平移 生成 的 小 波 函 数 系 


{Wir Vip(z) = od padz — kbo), j,k=0,+1,+2,...}. (6.1.11) 
对 fe I?(R) 及 (j,k) € 到 ,其 相应 离散 小 波 变换 为 
We 上 Pon Boo as Cab (6.1.12) 


对 于 离散 小 波 变换 的 反 演 ， 即 通过 yk 和 (f,w;x) 来 表达 f 的 问题 , 归结 
为 小 波 框架 的 研究 . 为 此 , 先 给 出 框架 的 定义 及 其 性 质 . 


定义 6.1.4 设 互 为 Hilbert 空间 , {gj}yey C 互 (yy 为 可 数 集 ) . 如 存在 正 
数 4, 使 得 对 一 切 fe 五 有 
Alfli < lf, 92) < BNF, (6.1.13) 
IEJ 
则 称 {yy} 为 五 的 一 个 框架 . 如 4 = B, 则 称 {e 让 为 互 的 一 个 紧 框 架 . 此 时 ， 
对 一 切 fe 五 有 
DI(f, pF = AlfIY. 
jE€J 
命题 6.1.5 ( 紧 框 架 的 基本 性 质 ) 设 {wp;} 为 Hilbert 空间 H 的 一 个 紧 框架 ， 
那么 
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(8) f= 二 下 Pi)p;; 
四 如 还 有 有 -1 且 |pjlz 一 10 力 则 {gyies 为 机 的 标准 正 交 基 
证 明 运用 极 化 恒等式 
(9) = 及 一 用 一 g 腹 + 让 f+ 用 一 让 /一 gl 
即 可 得 (a). 另 一 方面 , 由 结论 (a) 有 


1= |pjly = 2 lp;, pi = pil + > |(p;, pe)|. 


kEJ kj 


从 而 对 一 切 上 关 j, 均 有 (wpj,wpxr) = 0. 此 表明 {yj}jyey 为 五 的 标准 正 交 系 . 又 
注意 到 对 fe HH 及 任意 的 j € J, 由 (f, pk) = 0 可 得 f = 90(H 中 的 零 元 ), 因而 
{wj;}jey 还 是 完全 的 . 口 


[ 注 6.1.4 现 给 出 一 例 说 明 Hilbert 空间 五 的 紧 框架 不 一 定 是 瑟 的 标准 正 
交 基 . 取 H= R?, (T= (0， 1), Pp2 二 Ca Pp3 二 (2,—3). 显然 {Pp1, pa2， ps} 
不 是 有 ? 的 标准 正 交 基 . 然而 容易 验证 它 确 是 R? 的 一 个 紧 框 架 . 


定义 6.1.5 给 定常 数 oo > 1,bo > 0. 如 果 多 ee L2(R) 上 且 由 纱 的 伸缩 和 平移 
生成 的 函数 系 
{Win :Wiz(z) = al Yadz — kbo), jk=0,+1,+2,...} (6.1.14) 


构成 L?(R) 的 一 个 框架 ， 则 称 {wj}G,wyezz 为 [2(R) 的 一 个 小 波 框架 ， 此 
时 ，(6.1.13) 中 的 常数 4, 分 别称 为 此 框架 的 下 界 和 上 界 . 


下 面 我 们 给 出 构成 小 波 框架 的 必要 和 充分 条 件 , 其 证 明 均 可 见 [23]. 


定理 6.1.6 (构成 小 波 框 架 的 必要 条 件 ) 函数 系 (6.1.14) 构成 [2(R) 的 以 
4, 刀 分 别 为 下 界 和 上 界 小 波 框架 的 必要 条 件 是 


boAlog ao < 上 (6P 坚 < boB log ao (6.1.15) 
0 é 
及 Oo 
boA log ao < 上 $a < boB log ao. (6.1.16) 
0 é 
[ 注 6.1.5] 定理 6.1.6 表明 , 为 使 函数 系 (6.1.14) 构成 [2(R) 的 小 波 框架 , 久 
必须 满足 容许 条 件 ， 即 : 


人 
Go=: { WOPE < 
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此 外 ,如 函数 系 (6.1.14) 构成 [2(R) 的 紧 框 架 ， 那么 
ee [ 6 (OPE = [ | BoP (6.1.17) 


定理 6.1.7 (构成 小 波 框架 的 充分 条 件 ) 设 多 s Z2(R)， 常 数 ao > 1. 如 果 
下 面条 件 成 立 : 


全 2 ad OP > 0; (6.1.18) 
6.1.19 
Dor ca G119) 
且 存 在 e>0, 当 s 一 0 时 有 
B(s) = sup 2 ,IVadE) Yad + s)| = O(1 + |s|)-01®, (6.1.20) 
ésER jez 


那么 存在 站 > 0, 使 得 当 0 < bo < 站 时 ,函数 系 (6.1.14) 构成 [2(R) 的 小 波 框 
架 . 此 时 该 小 波 框架 的 上 下 界 分 别 为 : 


(DF - =| (BDA(- RN 


SOP + (EB( 2) " | 


-下 am ee 如 bo 


[ 注 6.1.5] 如 果 存 在 C,a>0 且 >1+ 十 a, 使 得 
wa < Clél* (1 +) € eR, (6.1.21) 


那么 此 时 (6.1.19)，(6.1.20) 成 立 ， 从 而 条 件 (6.1.18) 连同 (6.1.21) 亦 是 函数 系 
(6.1.14) 构成 L2( 民 ) 的 小 波 框 架 的 充分 条 件 . 


86.2 ”Haar 小 波 的 展开 与 收敛 


作为 例子 , 前 面 已 看 到 Haar 函数 h 是 个 基本 小 波 . 在 这 一 节 我 们 将 进一步 
说 明 ，Haar 函数 h 是 一 个 正 交 小 波 . 
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定义 6.2.1 设 we I?(R). 如 果 函 数 系 
{Win : Yin(z) = 2 2Y(2z — kh) (j,k) € 22}, (6.2.1) 
构成 I?(R) 的 一 个 标准 正 交 基 , 则 称 y 是 一 个 正 交 小 波 . 
由 定义 6.2.1, 为 证 明 h 是 一 个 正 交 小 波 , 只 需 说 明 函 数 系 {hjs}0,pjez2 是 


I2(R) 中 完全 的 标准 正 交 系 即 可 . 我 们 将 分 两 个 小 节 说 明 上 述 事实 . 
86.2.1 ”Haar 函数 系 和 Haar 级 数 


命题 6.2.1 由 Haar 函数 h 通过 (6.2.1) 所 生成 的 函数 系 {hjk}(jkyezz 是 
2(R) 中 一 个 标准 正 交 系 ， 称 为 Haar 函数 系 . 
证 明 需要 说 明 


(ovise) = rl = { 


首先 设 7 = 也 且 k 冯 .在 此 情况 下 

1 h(2iz — k)h(2iz — k')dr = 2 一 人 h(y)h(y +k—k)dy=0. 
当 j < 六 且 k 关 Kk 时 

上 h(2iz — k)h(2’ 7 一 1)dz 


=277 | Pog)p(27 -7 十 27 ik — Kdy 
| 1/2 a 1 oe 
-2 (fh yt wy | hl yt ay) =0 
0 1/2 
最 后 ， 如 果 (7, k) = (7’, 1 )， 那么 
上 |P7k(zZ)|2az = 27 上 12(27z — k)dzr = 上 h2(z)dz = 1. 口 
及 及 及 


对 f € [2(R), 其 Fourier-Haar 系数 cjk 定义 为 : 


eR 由 Fotos R01 ds, (6.2.2) 
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的 Haar 级 数 定义 为 
jz) ~ >》， C7R( 记 Piz(Z). (6.2.3) 
j,k 


由 {hjx} 的 正 交 性 和 Bessel 不 等 式 得 
DIG (PP < NF < eco， 
Jk 


再 由 2(R) 的 完备 性 便 知 的 Haar 级 数 依 L? 范 数 收敛 . 


86.2.2 ”二 进 投影 算 子 族 和 Haar 级 数 的 收敛 


在 这 一 小 节 , 我 们 将 说 明 Haar 函数 系 {hjk}j,rjezz 在 L?(R) 中 是 完全 的 . 
只 需 说 明 , 对 任意 的 fe [2(R), 在 到 的 意义 下 (6.2.3) 式 中 等 号 成 立 . 为 此 我 
们 需要 引进 二 进 投影 算 子 族 {P,}. 首先 给 出 RR 的 二 进 剖 分 {i}nez: 


志 ={ 人 = ke 


对 n & Z, 如 下 定义 的 算 子 P 为 从 Z2(R) 到 Z2(R, Fadz) 的 投影 : 对 任意 的 
f € L?(R), 
P,(f)(z) = ”|/ f(y)dy, ZE Ten. (6.2.4) 


PP 亦 称 为 二 进 投影 算 子 . 下 面 给 出 二 进 投影 算 子 族 {P,} 的 几 个 基本 性 质 . 


命题 6.2.2 (二 进 投影 算 子 族 {P} 的 基本 性 质 ) 
(a) 对 任意 的 ne 2Z,| Po < 1, 即 {P,} 的 算 子 范 数 一 致 有 界 ; 
(b) 如 feCoR), 则 lim |P_mflle = 0; 
(0) 如 f eI(R), 则 lim |P-mfllz=0; 
(9) 如 fe Ce(R), 则 在 一 致 收敛 和 L? 收敛 意义 下 均 有 lim Pf = 广 
(e) 如 fe 2(R), 则 在 几乎 处 处 和 L? 收敛 意义 下 均 有 in Pnf = 了 
， 证明 (a) 的 证 明 . 对 VneZ 及 fe I2(R), 由 书 的 定义 , 当 ze In 时 


PP < 2 | flay. 
Tken 
因此 
lB = 5 IPACD)Pans 3 / Pay = 上 
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(b) 的 证 明 . 首先 设 g e Ce(R) 且 supp g C [-K,K]. 这 样 当 2m > 天 且 

z € [0,2m] 时 ， 
K 
|P_mg(zj| < 2- | lg(Wlay 一 0 (m= 00). 
0 

当 ze [~-2™",0] 时 , 亦 有 相同 结论 . 因此 |P_mfllw 一 0 (m 一 00). 由 于 Ce(R) 
在 Co(R) 中 稠密 , 对 fe Co(R) 及 se > 0, 取 ge Ce(R) 并 使 |/ 一 gjlo。< s. 这 样 

limsup|lP-mflloo < lim supllP-m(f 一 lw < <. 
这 样 证 明了 结论 (b). 

(c) 的 证 明 . 对 fe Z2(R) 且 e > 0, 取 ge Cce(R) 并 使 得 | 上/ 一 gjl2 <e. 设 
supp 9 C [~K,K]. 那么 当 2" > K 且 -2m < zx < 2m 时 ,由 结论 (a) 有 下 面 的 
事实 : 

KkK 
mg <2 人 lg)lar <2" (2K)Ylgly 
. —K 
IP_mglle < 2-™/2(4K)/?l|glly; 
Pmflle < |P-mgllz + |P-m(f ~ 9)llz < ||P-mgll2 +e. 
再 由 结论 (b) 的 证 明 可 知 lim supy_,oo 上 ||P_mfll2 < e. 
(d) 的 证 明 . 如 果 f es Ci(R), 不 妨 设 supp fC [-K,K] 且 K >1. 对 于 e>0， 


由 f 的 一 致 连续 性 , 存在 5 > 0 使 得 当 |z -外 < 5 时 ,|7(z) 一 f(y)| <e/K. 如 
果 2-" < 6, 则 对 一 切 xz 


|Puf(z) -Jol<e/V2K<e 
从 而 得 到 一 致 收敛 性 . 另 一 方面 ， 
IP,f(z) -zjl2az < [ e2/2Kdz = 2. 
这 样 证 明了 (d). 最 后 , 由 Ce(R) 在 [2(R) 中 稠密 , 运用 (d) 可 得 结论 (e).、 口 
定理 6.2.3 设 J e L?(R), 那么 在 L? 收敛 意义 下 有 
f(z) = 2 Cin(Phsrl®). (6.2.5) 
j 


证 明 首先 证 明 , 对 fe LI2(R) 及 neZ 有 
Pirif 一 已 = >_ Cnx(f)hnr(z). (6.2.6) 


kEZ 
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为 此 定义 Haar 尺度 函数 : 
| 2 € [0,1)， 

$(7) = { 全 0 (6.2.7) 

那么 二 进 投影 算 子 已, 可 表达 为 
号 四 -并 ( 站 g(2ng — by gl2nz —h). 

或 者 

已 (P)(z) = 上 Kn,y)f (ydy, (6.2.8) 
其 中 


人 2*， 如 存在 大 使 得 zy € Ixn， 


Kn(z,y) = 2° 》 %(2"7 — k)G(2"y — k) = 0 二 和 


kEZ 


记 L(Y, 切 = Kn+1(Y, y) Kn lz, y), 则 


> (mW) e | 到 x 冯 ) 
7 ) 9n 9n 

| 

Ln(z,) = a 
Be a k k++1/2 上 二 12 
0 ae | ee 
k+1/2 k+l k e+ 
0-2, ee| 人) 二 

从 而 
Zn(z,y) = 》 2"°h(2"z — k)h(2"y — k) = >》 jnk(Z)Pnk(g). (6.2.9) 
kEZ kEZ 


注意 到 对 每 个 ze RR, 由 于 (6.2.9) 中 的 级 数 仅 包含 一 个 非 零 项 ,因此 显然 收敛 . 
由 (6.2.8) 得 到 


Ba -Ja = 上 并 passtofg)a 


Rkez 


= Dhl) ( holy) 


kEZ 


一 > Cnx(f)hnx(z). 


kEZ 
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最 后 , 运用 结论 (6.2.6) 有 


PH =RPjf+> (Pnf-Pf)= Pf+), >》 Cnk(j)Pnk(z)， (6.2.10) 
j=0 


7=0 KEZ 


现 对 n,m e N, 由 (6.2.10) 知 


Pnf -Pmf= >》，》 Cnk(f)hnk(z). 


j=—m keEZ 
应 用 命题 6.2.2 结论 (c) 和 结论 (e) 便 得 到 (6.2.5). 口 
[ 注 6.2.1] 运用 命题 6.2.2 的 证 明 方法 ， 可 以 得 到 二 进 投影 算 子 族 {PP} 的 
如 下 性 质 : 
(a) 对 任意 的 neZ 及 f eI?(R)(l <p<o0%), PH。 < flly; 
(b) 如 f eI?(R)(l<p<o0), 那么 lim IP-mfllp =0; 
(0) 如 fe LR)(l<p<o0), 那么 lm IP,f — flls=0. 
由 上 述 事 实 ， 不 难 证 明 对 于 1 < p < oo 及 Je LP(R), f 的 Haar 级 
数 ;pCjr(f)hjr(z) 依 ZP 范 数 收敛 于 f， 此 外 ， 当 f es Co(R) 时 ， 级 数 
20jk Cik(f)hjr(z) 在 及 上 一 致 收敛 于 了. 
综合 命题 6.2.1 和 定理 6.2.3 的 结论 及 [ 注 6.2.1], 有 
定理 6.2.4 Haar 函数 h 是 一 个 正 交 小 波 . 特别 地 , 在 L? (1 <p<o%) 意 
义 下 
10) = Dnto)( fhey), v fe mR) 
Dk 


86.3 ”多 尺度 分 析 与 正 交 小 波 


86.3.1 正 交 系 和 Riesz 系 


在 这 一 节 我 们 将 86.2 中 证 明 h 是 正 交 小 波 的 方法 一 般 化 , 即 多 尺度 分 析 ， 
这 是 构造 正 交 小 波 非常 重要 的 方法 . 首先 给 出 正 交 系 和 Riesz 系 的 定义 . 
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定义 6.3.1 设 古 是 一 个 Hilbert 空间 , 上 且 {fzkjkez CH. 
(a) 称 {Zk}xez 为 标准 正 交 系 , 如 果 


1, k=), 
0， 天 了 7; 


(b) 称 {zkjkez 为 互 中 的 Riesz 系 ， 如 果 存在 常数 0<A < B < co, 使 
”得 对 任意 的 复数 列 {ak}e 妨 有 


4》， lax|? < | Yakzk 
k R 


命题 6.3.1 Hilbert 空间 互 中 的 集 {zx}xez 为 标准 正 交 系 当 且 仅 当 对 任意 
的 复数 列 {ar}eE 如 有 


(Zk, £7) = { 


2 
< BY ak|2. \、 (6.3.1) 
H k 


2 
= | (6.3.2) 
H k 


> 
k 
证 明 如 果 {zk}xez 为 标准 正 交 系 , 那么 
| Dark 二 Sapaj (Tk, £;) 一 D akmik 二 > ， |ak|2. 
k k,j k k 


反之 , 对 和 NeZ, 取 an =1 及 ak = 0,k 关 和 N. 那么 由 (6.3.2) 得 (zn,zN)=1. 
现 设 M,N eZ 且 M #N. 如 下 选取 {ax}: 


2 
H 


1, k=M, 
ak = $4 一 |， k=N, 
0， kMEBEE#AN, 


那么 由 (6.3.2) 知 
2=|zm — ZN =2— (MTN) — (ZN, TM): 


因此 (zx,zw) 十 (ZN,XM) = 0. 如 取 


2, k=M, 
Qk = $4 一 | k=N, 
0， kzMEHEAzAN, 


那么 得 (zw,zN) 一 (ZN,ZM) = 0, 从 而 (zx,zN) = 0. 口 
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[ 注 6.3.1] 命题 6.3.1 的 一 个 直接 结果 是 , 万 中 任 一 标准 正 交 系 必定 为 Riesz 
系 , 且 此 时 4=B=1. 此 外 容易 看 出 , 五 中 的 Riesz 系 是 线性 无 关 的 . 


定理 6.3.2 设 peI?(R) 且 0<A<B<w. 则 以 下 两 条 件 等 价 : 
(a) 对 a.e. ce RR, 


A< I0E +OP <B; (6.3.3) 


li€Z 


(b) {9(z 一 k)}rez 是 52(R) 中 一 个 Ce. 即 , 对 任意 的 复数 列 {ar} e 42 
4》 la < Do —k) Bo 
kezZ keEZ 
证 明 首先 注意 到 对 任意 的 me Zz 
m+l m++il+1 
lo + Dl?ae = pOPat = | I9(0) Pat < co， 
La Es . 


从 而 (6.3.3) 中 的 和 式 在 民 上 a.e。 有 限 ， 且 此 和 函数 是 周期 为 1 的 周期 函数 
在 证 明 (a) 和 (b) 的 等 价 关系 之 前 , 先 建立 一 个 等 式 . 对 任意 的 {as} e 媚 , 由 
Fourier 变换 的 性 质 知 


(Darel) "(0) = Dane "dle) 


KE 


如 记 6(6) = > .oke ?aes, 那么 8 是 周期 为 1 的 周期 函数 , 且 由 Fourier 级 数 ( 关 
kEZ 
于 22([0,1]) 的 标准 正 交 基 {e?rzkxejxecz) 的 Paeseval 等 式 , 有 
人 IB(OPaé = > ak|2. (6.3.4) 
keZ 
这 样 应 用 Plancherel 定理 得 到 
2 
re 2 2 7/¢y12 
Dt 可 | erie 
I+1 
= / ee) ld) hae 
1eZ 4! 


: 入 
-3 | oPlie + dPae 


本 BF (Plo OF) 


(6.3.5) 
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现 回 到 定理 6.3.2 的 证 明 . 设 (6.3.3) 成 立 , 那么 由 等 式 (6.3.4) 和 (6.3.5) 得 


1 2 
Alp = 4f pOPa <| Dg -| 
kEZ 


keEZ 


1 
< | lahat = BY lonl. 


kEZ 


反之 , 对 于 任意 区 间 (ob C [0,1], 令 B(E) = Djpezare 2"i 惟 是 X(a,b) 的 Fourier 
级 数 . 由 于 {ar} E 信 且 {9(z 一 k)}xez 是 一 个 Riesz 系 , 由 等 式 (6.3.4) 和 (6.3.5) 
知 


a 1/ ap (= GE + DPF) 


1 
[ eelae 


<B. 


从 而 
1 /~ 
4<ss | > 19(€ + Dat < B. 
<” 1EZ 


运用 Lebesgue 微分 定理 (定理 1.2.9) 知 (6.3.3) 在 [0,1] 中 a.e. 成 立 , 并 且 由 此 
可 知 (6.3.3) 在 及 中 仍然 a.e. 成 立 . 口 


[ 注 6.3.2] 在 上 面 (b) 列 含 (a) 的 证 明 中 ， 我 们 实际 上 已 使 用 了 下 面 结 
论 : L?[0,27] 中 函数 f 的 Fourier 级 数 几乎 处 处 收敛 于 六 这 是 俄罗斯 数学 家 
Lusin 在 1913 年 提出 的 著名 猜测 ， 它 被 瑞典 著名 数学 家 工 . Carleson 在 1966 年 
证 明 [20]. 


推论 6.3.3 设 $& 02(R)， 那 么 {9(zx -人 如 }xez 是 标准 正 交 系 当 且 仅 当 
玉 cz19(E 十 DP =1 在 RR 上 几乎 处 处 成 立 . 


推论 6.3.4 设 $e I2(R) 且 {9(z 一 k)}kez 是 标准 正 交 系 , 那么 lsupp 9| > 1. 
此 外 ， 上 面 等 号 成 立 当 且 仅 当 存 在 可 测 集 KK 使 得 | 六 | = 1 且 = xx. 

证 明 由 推论 6.3.3 知 学/cz 9(€ +D)? = 1 ae., 因此 |6(&)| < 1 ae. 应 用 
Parseval 等 式 


ab 有 三 上 下 > / GO Pae =1. (6.3.6) 
SUpPp9 Supp¢ 
又 注意 到 (6.3.6) 成 为 等 式 当 且 仅 当 


[a-ha=0 
SUPPY 
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由 于 被 积 函数 非 负 ， 因 此 上 式 成 立 当 且 仅 当 在 supp$ 上 , 1 |b(6 2 = 0 ae. 
故 取 天 = supp 9$ 即 可 . 口 


定理 6.3.5 设 $e 02(R) 且 {9(z 一 上 )}xez 是 Riesz 系 . 那么 存在 复数 列 
{bx} E 如 使 {91(z 一 k)}xez 是 标准 正 交 系 , 其 中 $1(x) = >》 pkg(z 一 k). 此 外 ， 


REZ 
span({$1(x — k)}rez) = span({b(z 一 k)}rez). (6.3.7) 


证 明 由 推论 6.3.3， 只 需 寻 找 {0s} e [2(R) 使 得 cz 191(E +)?2 =1 ae 
即 可 . 如 {bk} 已 得 出 , 那么 由 内 的 定义 ， 


Pi1(€) = 》 bre ihéG(€) := B(EGE). 


kEZ 
这 样 
2 0(E + DP = IBE+OPIGE + OP = 1B IGE + OP. 
l€Z leZ l€Z 
由 此 只 需 选 择 {bp}xez 使 得 
2 —27ik 0 1 
1B(2 = 2 é -eo a.e. (6.3.8) 


由 于 {g(z 一 }xez 是 Riesz 系 ， 定理 6.3.2 表明 , 满足 (6.3.8) 的 {bp}xez 是 容 
易 得 到 的 . (6.3.3) 告诉 我 们 ， 
4() 


V 2_iez GE + DE 


V2ez $l + DP 
那么 $1 e LI2(R), 且 满 足 定理 的 要 求 . 下 面 说 明 (6.3.7). 为 此 需要 证 明 , 对 任意 
给 定 的 {ax} e 人 2, 存在 {cs} e 《2 使 得 
> okgz 一 个 = 》 cedi(z— Kk). (6.3.9) 
keEZ kEZ 
反之 , 对 任意 给 定 的 {cp} € ,存在 {ak} e 22 使 得 (6.3.9) 成 立 . 由 Fourier 变 
换 ，(6.3.9) 成 为 


E L2(R). 


(Dr) = (Poe) a 


kEZ 
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由 G1 的 定义 , 如 记 
A€) = Yare "We 及 OC(€) = Dre rins, 


kEZ kEZ 
那么 只 需 说 明 下 式 成 立 : 
A(é) 二 De 
kEZ 
本 (> pe ) (到 人 (6.3.10) 
kEZ kE€EZ 
= B(é)C(é). 
由 定理 6.3.2 知 , 存在 常数 0< A < B < co 使 得 
B-! < 1B(é)| A D> bre 2"iké < 4 一 1 
keZ 
因此 , 对 任意 给 定 的 {akj e 妈 , 只 要 取 {cp}kez 为 周期 函数 A(E)/B(E) (周期 为 
1) 的 Fourier 系数 (关于 {e2"iké}iez) 即 可 .反之 亦 然 ， 口 


[ 注 6.3.3] 从 上 面 的 证 明 过 程 可 以 看 出 , 当 {ax}, {ck} 跑 遍 如 (Z) 时 ，(6.3.9) 
两 边 生成 的 函数 集合 是 相同 的 . 注意 到 (6.3.9) 右边 的 函数 集 是 L?(R) 中 的 闭 子 
空间 ,因此 由 {8(z 一 k)}xez 张 成 的 线性 集 亦 是 Z2( 阳 ) 中 的 闭 子 空间 . 


86.3.2 ”多 尺度 分 析 和 尺度 函数 


”定义 6.3.2 (多 尺度 分 析 (MRA) ) 如 果 存 在 L?(R) 的 子 空间 列 = {Vj}jez 
满足 以 下 条 件 : 
(A) Vi CVit, jEZ; 
B) Uv=rR), Nw= {0 
jE€Z IEZ 
(0) f(z) e Vi > f(27) EVit1, jEZ; 
(D) 存在 $e L?(R) 使 得 {9(zx 一 )}xez 构成 W 的 标准 正 交 基 . 
那么 称 此 子 空间 列 = {VW}jez 是 L?(R) 的 一 个 多 尺度 分 析 (MRA) 1. 函 
数 4 称 为 此 多 尺度 分 析 的 尺度 函数 . 
[ 注 6.3.4] 关于 多 尺度 分 析 的 定义 , 我们 给 出 以 下 几 点 说 明 : 
1MRA 指 Multi-resolution Analysis. 
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Qi) 如 已 有 Wo, 那么 由 (C) 便 可 得 WW (7 < Z), 因此 只 需 验 证 条 件 (A)(B) 
及 (D); 

(ii 对 于 给 定 的 L2(RR) 的 一 个 MRA, 尺度 函数 不 是 唯一 的 ; 

(ii) 由 条 件 (C) 和 (D) 即 可 知 , 对 于 jE Z, {21/29(2iz 一 k)}kez 是 Vi 的 标 
准 正 交 基 , 从 而 空间 VW 关于 整数 平移 不 变 , 即 f EV; <> ("一 k) EV (ke 22); 

(iv) 对 jEZ, 记 户 为 Vi 上 的 正 交 投影 ,那么 条 件 (A) 和 (B) 表明 在 工 ? 
意义 下 ,lim Pf=f 有 lm Pf=0. 


命题 6.3.6 定义 6.3.2 中 的 条 件 (D) 可 放宽 为 : 
(D’) 存在 $e L(R) 使 得 {9(z 一 上}kez 构成 Wo 的 Riesz 基 . 
证 明 这 是 定理 6.3.5 结论 的 直接 应 用 . 口 


命题 6.3.7 设 Y = {Vj}jez 是 一 个 以 $ 为 尺度 函数 的 MRA. 那么 存在 1- 
周期 函数 mo, 使 得 
0(6) = mo($)6$), a.e.€ ER. (6.3.11) 


证 明 因 是 以 9 为 尺度 函数 的 MRA, 故 由 条 件 (C) 和 (D), {V24(2z 一 
k)}xez 是 WV 的 标准 正 交 基 . 这 样 在 L? 的 意义 下 ， 
bg(z) = arb(27 —k), (6.3.12) 
keZ 
这 里 {ar/V2}xez 是 少 关 于 Vi 的 标准 正 交 基 {V20(2x 一 上 )}pez 的 Fourier 系数 . 
因此 
ak = 2/ gz)g(2z — kdr, keZ, 
及 


且 2jxez lax|? < oo. 在 (6.3.12) 两 边 取 Fourier 变换 得 
BE) = 了 和 ane "me GE), € eR 


. KEZ 


1 . 
令 molé) =3 Dare-2"i 惟 即 可 . 及 
keZ 
[ 注 6.3.5] 等 式 (6.3.12) 称 为 尺度 方程 (scaling equation) , 而 满足 (6.3.11) 
式 的 1- 周期 函数 mo 称 为 尺度 滤 子 (scaling filter) . 


命题 6.3.8 (尺度 方程 的 存在 性 ) 记 L2(R/Z) 是 周期 为 1 且 在 其 任意 周期 
上 平方 可 积 的 函数 的 全 体 . 那么 $e L?(R) 满足 尺度 方程 (6.3.12) 的 充分 必要 条 
件 是 存在 m e L2(R/Z) 使 得 (6.3.11) 成 立 , 上 且 m(€) = 去 并 kecz ake-2m5k， 
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证 明 仅 证 充分 性 . 设 me L2(R/Z) 使 得 (6.3.11) 成 立 令 
1 
2 27iké 
证 光 [ m(é)er"iné ge, 


那么 


1 . 
m(é€) = 3 ope ks a.e. € € RR. 
keZ 


由 上 式 及 (6.3.11) 并 应 用 Plancherel 定理 知 $e L?(R) 满足 尺度 方程 (6.3.12). 口 
[ 注 6.3.6] 由 命题 6.3.8， 也 称 等 式 (6.3.11) 为 尺度 方程 . 
下 面 的 定理 给 出 了 多 尺度 分 析 的 存在 性 . 
定理 6.3.9 (MRA 的 存在 性 ) 设 $e L2(R) 且 满 足以 下 条 件 : 
(a) {g(z 一 m)}mez 是 [2(R) 中 的 标准 正 交 系 ; 
(b) 在 产 意 义 下 , gz) = icz amp(2z 一 m). 其 中 Den ml < bo 
(c) 9$ 的 Fourier 变换 8(€) 在 上 = 0 处 连续 , 且 |6(0)| =1. 
对 j€Z, 记 VW = span({27/20(2iz 一 k)}xez), 则 {Wjjez 是 L2(R) 的 一 个 
以 9 为 尺度 函数 的 MRA. 
证 明 由 条 件 (a) 和 (b) 知 六 CVWni. 对 jkeZ, 记 pip(t) = 2720(212—k). 
现 定义 V; 上 的 正 交 投影 P 如 下 : 对 f € LI2(R), Pjf = 2_rez(f;9jik)9ik. 显然 
{ 户 } 是 有 界线 性 算 子 族 , 且 | = 1. 为 证 明定 理 的 结论 ， 只 需 说 明 对 任意 的 
feL?(R), 在 ?意义 下 


Di Pf=f 及 lim Pf=0. (6.3.13) 
为 此 , 我 们 将 (6.3.13) 分 解 为 几 个 引 理 的 结论 . 


引 理 6.3.10 对 任意 的 je L2(R)， ,lim Bf=0. 


证 明 对 任意 的 s > 0, 存在 > > 0 使 得 f= i+ fo, 其 中 所 = fX[-rr] 且 
fzll2 < e. 由 条 件 (a) 知 {27/29(2iz 一 k)}nez 是 Vi; 的 标准 正 交 基 . 因此 


BA = Dl) <D (/ olas) (f bon(a)Par) 
< |fI2 > 2 ( / |%(277 一 Pa 
kEZ a 


—k+2ir 
= fl / we)Pac 
kEZ 一 天 一 277 
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如 27r <1/2, 记 Uj = Urez(-k 一 2i7, 一 k 十 2i7), 那么 门 ; UV; = Z. 应 用 Lebesgue 
控制 收敛 定理 得 到 


IPfill2 < I | lalz)adz —» 0, fj —» -oo 


男 一 方面 , 注意 到 ||P;follz < fzll2 < =, 从 而 完成 了 引 理 的 证 明 . OD 


引 理 6.3.11 设 fe LI2(R), 满足 有 界 且 存 在 + > 0 使 得 supp f Cc [7,7]. 
那么 当 25-1 >r 时 有 


IPBflB = A fle IB-ie)ae. (6.3.14) 
证 明 因 pik(é) 一 2-7/2e-2rik62  $(2-ié), 由 Parseval 等 式 (2.2.4) 得 到 


r | 2 
[BB= SG) = 7 | / GE 
kEZ keZ'” 一 7 


- 允 


kEZ 


这 样 由 /的 支 集 条 件 , 当 2i-!1 > 7 时， 


人 2 
| fle) Pm Ba . 


于 入 A NR pp Me" 和 2771 入 多 二 站 
| f (€)2 /2e2"iké2  G(271€) dé = / f(€)2 /2e2"ihé2 的 2-75)d. 
—r 一 27 一 1 


注意 到 /6)9(2-76) e Z2( 一 27-1, 27-1) 上 且 {2-7/2e2rzk62  }kez 是 了 2( 一 27-1, 27-1 
的 标准 正 交 基 , 因此 运用 Parseval 等 式 有 
27 一 1 


|P;fll2 = | PaOPae= 太 F(RPI0(2 Tie) lat. 口 
一 27 一 1 一 亿 
引 理 6.3.12 如 尺度 函数 满足 定理 6.3.9 的 条 件 , 则 对 任意 的 f e L?(R)， 
lim IPf -fla=0. 
证 明 由 于 集合 
A={f ED(R): f 有 界 且 f 具 紧 支 集 } 


在 L?(R) 中 稠密 , 故 只 需 说 明 结 论 对 A 是 成 立 的 . 另 一 方面 ， 由 于 ||Pjfll2 = 
I 有一 上 f 一 已 fl8, 因此 只 要 证 明 


lim, Pifl2 = fl vf eA (6.3.15) 
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即 可 . 由 条 件 知 , 当 j 一 co 时, |8(2-7é)| 在 任 一 个 含 原点 的 紧 集 上 一 致 收敛 于 
1. 这 样 由 (6.3.14), 对 27-1 > 7 (假定 supp fc [-7,7]), 当 j 一 co 时 , 有 


1Bfl2 = 人 If(€)802-ie) ae 一 ， 人 PPee = IF 


此 即 (6.3.15) 式 . 口 
最 后 , 综合 上 面 引 理 的 结论 得 到 (6.3.13). 从 而 完成 了 定理 6.3.9 的 证 明 . 口 


[ 注 6.3.7] 关于 定理 6.3.9, 我 们 给 出 以 下 几 点 进一步 的 结果 : 
Gi) 如 已 有 一 个 MRA， 那么 其 尺度 函数 $ 的 条 件 |6(0)| = 1 被 $(&) 在 
6 = 0 处 连续 的 条 件 所 蕴含 . 事实 上 ,注意 到 Pfllz 一 fl2(j 一 00). 对 feAh 
及 2i-1 >r (r 满足 supp 了 逻 [7,7]) , 在 (6.3.14) 的 两 边 令 了 一 co 得 


12 = 18) 人 fle Pa = GO) IFN. 


故 |8(0)| =1. 

(让 定理 6.3.9 中 函数 9 的 条 件 |6(0)| = 1 可 减弱 为 8(0) 天 0. 事实 上 ,如 
UjezVi 关 L2(RR), 则 存在 非 零 函数 fe ZL2(R), 正 交 于 UjezV, 故 Pf =0(j eZ). 
现任 取 s > 0, 必 存在 ge A 和 7>0, 使 得 supp 9C[-r,7r] 及 上 |f 一 gla <s. 因 
此 |Pigllz=| 马 (g 一 了 )|2 <e. 在 (6.3.14) 的 两 边 令 j 一 oo 得 


e? > |Pgll? = 人 9 Plo(2 8) ae — 6(0) ?gl > 12(0)2(7P| — e)2, 


且 上 述 不 等 式 对 一 切 e > 0 均 成 立 . 但 此 与 了 非 零 相 矛盾 . 

(ii) 可 以 证 明 , 定理 6.3.9 中 函数 $ 的 条 件 |9(0)| = 1 亦 可 减弱 为 下 面 . 
的 条 件 lim 6(2 6)| = 1， a.e. & € RR. 此 外 , 上述 条 件 对 于 以 为 尺度 函数 的 
MRA 也 是 必要 的 . 

(iv) 如 函数 $eE Li(R) nL2(R), 那么 定理 6.3.9 的 条 件 对 于 以 为 尺度 函 
数 的 MRA 也 是 必要 的 . 仅 说 明 条 件 (c). 事实 上 , 由 $e LI(R) 知 $e Co(R), 故 
8 在 《= 0 处 连续 . 又 由 本 注 记 Gi) 知 |6(0)| =1. 


86.3.3 ”多 尺度 分 析 生 成 的 正 交 小波 
设 久 = { 太 W]ez 是 I?(R) 的 一 个 多 尺度 分 析 . 记 Wi 为 VW 在 V+i 中 的 正 
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交 补 , 即 Vj @ Wj; = Vi1， j EZ. 由 多 尺度 分 析 的 定义 可 得 


LR)= PW. (6.3.16) 


jeZ 
事实 上 ， 
Wo= Wi@V1= W-1@W-2BV2= B71W_; BVn = BRIW-;. 


记 VW 在 2(R) 中 的 正 交 补 为 语 , 则 对 任意 的 je Z, Vi = Wi @ V1. 由 
UjezV; 在 L2(R) 中 稠密 ,因此 


(UJ = 间 六 = 二 太 = 人 


jE€Z jE€Z 
故 
W =W eV = WeW eV = 0 W eV = 20W. 
从 而 
LDR)= WoOV = (8 Wi) ® (0%0W)= BW 
jE€Z 
又 由 定义 6.3.2 条 件 (C) 
f(z) € W; > f(27) E Wir1, ij €Z. (6.3.17) 


现 设 小 Ee L2(R) 使 得 {w(z 一 上 )}xez 构成 Wo 的 标准 正 交 基 , 由 (6.3.17) 即 知 对 
于 任意 的 Je Z, {2i/2y(2iz - 1)}kez 是 Wi; 的 标准 正 交 基 . 再 由 (6.3.16) 知 儿 
是 一 个 正 交 小 波 . 此 时 称 光 为 多 尺度 分 析 Y 所 生成 的 正 交 小 波 . 


定理 6.3.13 设 久 = {Vj}jez 是 (R) 的 一 个 以 9 为 尺度 函数 的 MRA. 则 
”下 面 结论 成 立 : 
(a) $ 的 尺度 滤 子 mo 满足 


mo (OP + Imo(E + BP =1; (6.3.18) 
(b) 如 少 是 由 x 所 生成 的 正 交 小 波 , 则 存在 1- 周期 本 数 ml, 使 得 
VE) = ma(§)0(S) ae 《ER (6.3.19) 


且 mi 满足 ] 
Imi(é) + mi(é + 3 =1] ae €€R, (6.3.20) 
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mo(é€)m1(é€) + mo(é + mu(é >) =0 ae. €€R; (6.3.21) 


(c) 如 存在 mi e I?(R/Z) 满足 (6.3.20) 和 (6.3.21), 那么 由 (6.3.19) 确定 
的 2(R) 中 函数 少 是 由 所 生成 的 正 交 小 波 . 
证 明 由 推论 6.3.3 及 (6.3.11) 得 到 


0s G0 oe eb 


kEZ 


-lect P+ 


E 十 1 


= mo(é 小 > 十 + Imo($ + 5 +A)| 


一 mo CS)P 二 mo 于 |2， 


此 即 为 (6.3.18). 现 讨论 (b). 因 少 是 由 所 生成 的 正 交 小 波 , 故 {V(x 一 昌 jxez 
是 标准 正 交 系 . 由 推论 6.3.3 知 


> PE+DP=1 ae €eR. (6.3.22) 


l€Z 


又 由 于 % e Wi, 那么 存在 jicz |bx|? < oo 使 得 在 L? 的 意义 下 ， 
%(z) = >》 pkg(27 —&). (6.3.23) 


kEZ 


如 记 mi(€) = Dncz pe-2rts， 对 上 式 作 Fourier 变换 知 (6.3.19) 成 立 ， 再 
由 (6.3.19) 和 (6.3.22)， 并 运用 (6.3.18) 的 计算 过 程 便 可 得 (6.3.20). 下 面 说 明 
(6.3.21) 式 . 注意 到 wyLW. 因此 


/ pz — ky(r)dr =0, vkeZ. 
有限 
由 此 式 得 到 , 对 VEZ 

和 1/ BE) DE) erint dé 


= BE + DDE + Le-2rikéqe (6.3.24) 


leZ 


上 中 Be + DBE +D) emeat, 
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上 式 表明 ,1- 周期 函数 Zrcz9(E + D%(E + 的 一 切 Fourier 系数 均 为 零 . 从 而 
ez $(E + DY(E +1) = 0，ae. &£ € 民 . 这 样 , 由 上 述 事实 及 推论 6.3.3 知 

0= 5 GE +DYE+D) 


leZ 


E 20 + 2D9E +2) + SBE + 2 + 1)PE +2L+1) 


leZ 


二 Dy mG 十 Dm(s 十 19( 二 人 


+ mo 十 /十 二 ma 十 ?十 二 | 和 (人 十 1 十 二 3 
> 


=mo(S)m(s 2) > |G + OP tmo(s + 3)m(s + 3 
= mo($ ym($) 未 3)m(S 书 >). 


最 后 , 我 们 证 明 结论 (c). 设 ml e L?(R/Z) 且 满 足 (6.3.20) 和 (6.3.21), 我 们 需 
要 说 明 对 于 满足 (6.3.19) 的 加 {yw(z 一 上 )}xez 构成 Wo 的 标准 正 交 基 . 事实 上 ， 
对 a.e. EeR 


DE + AR) 


kEZD 


kEZ 
Wi (6.3.25) 
kEZ 
-Im(P DG + + lms + 3)P DH + 
= pm(S)P thm(s + HP=L 


因此 由 推论 6.3.3 知 {w(t 一}xez 是 标准 正 交 系 . 类 似 地, 由 (6.3.25) 式 及 结论 
(b) 中 (6.3.21) 的 证 明 过 程 知 


DHE + ODED = mo )ma(S S$) + mo(s 不 Sm a >) 


leZ 


故 学 /cz $(E 十 )(E 二 1) =0 a.e.& eRR. 因而 ,对 所 有 keZ 由 (6.3.24) 得 
1 A 
二 六 人 —27iké ye 人 人 —27iké 
1/ (Tie+og6+9) aé BE) DE) eIrint ge. 


LEZ 
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上 式 等 价 于 
上 pz — ky (rdr =0, vkeZ. 
RR 
此 表明 wiVo. 因此 完成 了 结论 (c) 的 证 明 . 口 


[ 注 6.3.8] 等 式 (6.3.19) 和 (6.3.23) 均 称 为 小 波 方程 (wavelet equation) , 而 
1- 周期 函数 m1 称 为 小 波 滤 子 (wavelet filter) . 


[ 注 6.3.9] 由 (6.3.11) 和 (6.3.18) 可 知 , 如 mo 是 一 个 MRA 的 尺度 滤 子 , 那 
么 |Imo(8j| 1,mo(0)=1 及 mo(3)=0. 如 mi 是 由 MRA 生成 的 正 交 小 波 的 小 
波 滤 子 , 那么 |mi(&)| < 1 及 m1(0)=0. 


[ 注 6.3.10] 定理 6.3.13 的 结论 亦 可 表达 为 : 设 Y 是 以 由 为 尺度 函数 的 
MRA, mo 为 其 尺度 滤 子 . 那么 L2( 民 ) 中 函数 小 是 由 所 生成 的 正 交 小 波 当 上 且 
仅 当 存在 m1 e [2(R/Z), 使 得 对 ae. 《E 惧 , 满足 小 波 方程 (6.3.19) 且 和 矩阵 


mo(€) mo(é€ +3) | 


(6.3.26) 
mi(€) mi(é+3) 


m0-( 


是 酉 矩阵 . 


下 面 我 们 进一步 讨论 尺度 滤 子 和 小 波 滤 子 之 间 的 关系 . (60520 式 告诉 我 
们 , 对 ae Se 下 , 向量 (mo(&), mo(é 十 3)) 写 向 量 (ii(&),7i(& + 3)) 正 交 . 因 
此 必 存 在 1- 周期 函数 a(é), 使 得 


(mm 人 + 四 )= (molE + 3), Tmo(®). (6.3.27) 
由 (6.3.18) 和 (6.3.20) 即 知 lo( 和 | = 1. 又 在 (6.3.27) 中 用 《 + 了 代 5， 则 得 到 
ol + 5) = -al6. 这 样 
mi(€) = a(é)molé + 3)， 其 中 al +2)= -ol8), lo(®)| =1. 


显然 由 上 式 所 确定 的 ma 满足 (6.3.20) 和 (6.3.21). 另 一 方面 , 由 上 式 函 数 a(6) 
的 性 质 亦 可 知 存在 1- 周期 函数 1(&), 使 得 


ol(€) = e-2rtka(26)， 上 ul6| = 工 
这 样 我 们 得 到 尺度 滤 子 和 小 波 滤 子 之 间 的 如 下 关系 ， 
ma(6) = e-2rxp(26)7io 人 6 十)， 其 中 以 为 二 周期 函数 ，|u(8)| = 1 (6.3.28) 
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因此 由 Y 生成 的 正 交 小 波 可 通过 Fourier 变换 定义 如 下 ; 
PE) = ma(§)GS) = eep(E mo + 3)GS). (6.3.29) 
由 前 面 的 讨论 我 们 知道 ,尺度 渡 子 mo 和 小 波 滤 子 mi 有 如 下 表达 式 ， 
mol€) = 3 are 及 mle) 一 证 De-2rikk， 


keEZ keZ 


下 面 我 们 将 运用 关系 式 (6.3.28) 给 出 系数 {ak} 和 {bk} 间 的 关系 . 由 (6.3.28) 得 


: 1 
mi(lé) =e "<*p(28)mo(é + 3) 
— 1 -2rié (28) 3 Bie2"i(€+1/2) 
2 
1EZ 


1 
~ (2 1 .27i(l—1)é 
5 人 人 é) 人 1) ae 


1 I Ey 
二 本 >_(-1)* la1_pu(2é)e 27ik€ 
kEZD 


因此 
by = (—1)*-la_k1(2€), VkeZ. (6.3.30) 


应 用 (6.3.23) 和 (6.3.30) 知 , 由 x 所 生成 的 正 交 小 波 少 满 足下 面 的 小 波 方程 
Vz) = p28) > (Da 0(22 — h), (6.3.31) 


keEZ 
这 里 /为 1- 周期 函数 且 满 足 jw(6)| = 1. 
由 定理 6.3.13 及 上 述 讨论 , 下 面 的 结论 是 明显 的 . 
定理 6.3.14 设 = {Vi}jjez 是 到 (R) 的 一 个 以 g 为 尺度 函数 的 MRA. 
则 : 
(a) 由 等 式 
/ dE) = e-emo(s + 1)6() (6.3.32) 
定义 的 函数 少 是 由 y 生成 的 正 交 小 波 ; 
(b) 在 [2 的 意义 下 , 满足 以 下 小 波 方程 


%(z) = 》 -1)*arb(27 +k— 1), (6.3.33) 


kEZ 
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其 中 ax =2 fh 9(x)9(2z —k)dr, keZ; 
(0) 由 所 生成 的 任何 正 交 小波 亚都 具有 如 下 形式 , 对 a.e。& eRR， 
V(€) = p(é)Y(8), 
其 中 /为 满足 |u(6)| = 1 的 1 周期 函数 


[ 注 6.3.11] 设 函 数 少 是 由 以 8 为 尺度 函数 的 MRAY 生成 的 正 交 小 波 . 由 
(6.3.32) 和 [ 注 6.3.9] 可 知 %(0) = mo()9(0) = 0. 因此 , 如果 Ee LI(R), 那么 必 
定 有 腿 %(z)dz = 0. 


86.3.4” 正 交 小 波 的 例子 


1. Haar 小 波 : 

在 86.2 中 我 们 已 说 明了 Haar 函数 是 一 个 正 交 小 波 . 这 里 我 们 通过 Haar 尺 
度 函 数 及 相应 的 MRA 再 次 证 明 这 一 事实 . 由 (6.2.7) 知 Haar 尺度 函数 $(x) = 
XloD(7). 对 Je 2 记 仿 = {107399 一 司 jcz, 那么 态 是 [2(R) 的 闭 子 空间 
易 知 , Y = {Vj}jez 是 以 为 尺度 函数 的 L2(R) 中 一 个 MRA. 那么 Haar 小 波 
h 则 是 Y 生成 的 正 交 小 波 . 

事实 上 , 注意 到 9 满足 以 下 等 式 : 

bz) = $(27) + $22 —1), zeR. (6.3.34) 
度 方程 , 且 相 应 的 尺度 滤 子 mo 为 : 
ee 30 a 
m1i(é) = ~e "mo(E 十 >) 一 50 —e 2K) ie iné sin(né). 
易 知 mi 满足 (6.3.20) 和 (6.3.21). 由 (6.3.30) 得 bo =1,0b1 = -1, bs=0(ke 
Z\ {0,1}). 于 是 满足 如 下 小 波 方 程 
(7) = 9(27) — p27 — 1) 


的 为 所 生成 的 正 交 小 波 , 此 时 mi 为 其 相应 的 小 波 滤 子 . 显然 几 即 为 Haar 
小 波 h. 
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2. Shennon 小 波 


Shennon 尺度 函数 定义 为 : $(z) = 于 人 2. 则 0(6) = x[_3,41(&). 不 难看 出 ， 
对 ae ee 了 下， 


>》 106+DP2 = 1 


i€Z 
由 推论 6.3.3 知 {9(: 一 月 }xez 是 [2(R) 中 的 标准 正 交 系 . 从 而 对 je 2Z， 
{2 0(27. —k)}rez 


亦 是 I?(R) 中 的 标准 正 交 系 . 如 对 ee [一世 志 , 取 


fl 全 | <， 
人 { 0, 1 < <}, 
再 令 
mo(é+1)= mo(t), étéeR, 
那么 下 面 等 式 成 立 


BE) 一 xDG) = mo(S X31() = mo( 人 6(S)， 《< 有。 (6.3.35) 
从 而 由 命题 6.3.8 知 少 满足 尺度 方程 (6.3.12). 这 样 , 如 对 je Z, 令 
V = {27729(27 一 有 jp 


那么 由 定理 6.3.9, = {Vij}jez 便 是 以 9 为 尺度 函数 的 2(R) 中 一 个 MRA. 于 
是 运用 定理 6.3.14 结论 (a), 由 等 式 


PE) = ritmo(§ + 3)6(S) 
定义 的 函数 是 由 y 生成 的 正 交 小 波 . 经 计算 得 


De rnin2r(e >) ee 5 站 


(2 
所 得 的 正 交 小 波 % 称 为 Shennon 小 波 . 


3. Meyer 小 波 
在 [0,1 上 定义 函数 9, 使 其 满足 以 下 条 件 : 


0< 6) <1; (6.3.36) 
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0(é€) +0(1—é)=1; (6.3.37) 
& 一 > 0(€) 为 单调 减 ; (6.3.38) 
9(€)=1, 0gé< 5; (6.3.39) 


[ 注 6.3.123] 满足 上 述 条 件 的 函数 9 的 存在 性 是 显然 的 . 上面 对 称 性 条 件 
(6.3.37) 表明 当中 <E<1 时 g(6) =0 及 9( 直 二 .单调 性 条 件 (6.3.38) 说 明 当 
0 入 5 和 计时 0(6) 之 才 . 

现 将 9 作 如 下 延 拓 ， 使 其 成 为 R 上 有 定义 的 函数 对 -1 < & < 0, 令 
bg =0(- 扣 ;对 峰 >1 令 0(8) =0. 这 样 9 为 RR 上 的 偶 函 数 且 仍 满足 (6.3.36). 
和 

1 
$e) = (VAI (w= er Vo weR (6.3.40) 
由 于 supp 9 C [1,1], 因此 由 (6.3.40) 知 和 式 


>_I$(E +R)P = > 0 +k) (eR) 
kEZD kEZD 
中 至 多 含 两 个 非 零 项 , 且 它 们 可 归结 为 9(¢) 和 0(C 十 1) 两 项 , 其 中 -1 和 去 CX< 和 0. 
而 由 9 的 定义 知 
0(C) +0(C+1)=1, -lg<¢C<0. 

因此 对 € € R, Dxez 19(# 二 有)|?2 = 1. 应 用 推论 6.3.3, {9(: 一 有 )}xez 是 2(R) 中 
的 标准 正 交 系 . 

为 说 明 9 满足 尺度 方程 (6.3.12), 我 们 如 下 构造 尺度 滤 子 mo: 


mol€) = VIS, (| < 3 


再 将 mo 按 周期 为 1 延 拓 至 全 直线 : mo(& 十 1) = mo( (£ € RR). 显然 m < 
IL2(R/Z). 由 9(&) = V9(&) 及 9 的 定义 可 知 对 上 € RR， 


9(26) = mo(é)9(é). (6.3.41) 


上 式 和 命题 6.3.8 表明 四 满足 尺度 方程 (6.3.12)， 最 后 4(6) 在 零点 连续 ， 且 
18(0)| = V6(0) = 0. 至 此 , 我 们 已 验证 了 9 满足 定理 6.3.9 的 条 件 (a)j~(c), 因此 
对 je€ 2Z, 如 记 VV = span({2729(21t 一 kh)}xez), 则 Y= {W]ez 是 太 (R) 的 一 
个 以 9 为 尺度 函数 的 MRA. 
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由 尺度 滤 子 mo 和 小 波 滤 子 mi 之 间 的 关系 (6.3.28), 可 计算 出 小 波 滤 子 ma 


ma) = emol€ + 3) =e "< VA 3D), Kl < 
对 & eRR, 令 mo(€ 二 1) 二 mo(8), 那么 mi 为 术 上 1 周期 函数 . 这 样 Meyer 小 波 
少 便 由 下 面 的 小 波 方程 所 定义 ， 


PE) = ma($)0(§) = es/9(L — Docs). 


[ 注 6.3.13] 关于 Meyer 小 波切 及 其 尺度 函数 办 我们 给 出 几 点 说 明 : 
(i) 由 定义 (6.3.40) 知 8 具有 紧 支 集 , 因而 BE C”(R), 且 对 任意 的 1 eZ 


1 
so < 人 prildes 


(ii) 如 果 V9(&) < C™(R) 及 1 < Z+,， 那么 存在 Ckt > 0, 使 得 对 任意 的 
TER 有 |e GO (7)| < Cu 


(ii) 如 果 V9(€) e C%(R), 那么 ge .9 (R). 


[| 注 6.3.14] 例 1 中 的 Haar 尺度 函数 具有 紧 支 集 ， 但 不 连续 . 例 2 中 的 
Shennon 尺度 函数 虽 为 Cee(R) 函数 ,但 在 无 穷 远 处 衰减 缓慢 . 上 面 注 记 说 明 ， 
只 要 加 强 函 数 9 的 光滑 性 ,其 Meyer 小 波 的 尺度 函数 在 无 穷 远 处 便 具 有 相应 阶 
的 衰减 性 . 


[ 注 6.3.15] Meyer 小 波 也 包括 了 Shennon 小 波 . 事实 上， 如 在 [0,1] 上 定义 
函数 0 为 


1 
g(9 = 4 3 人 
0， 6 


那么 9 满足 (6.3.36)~(6.3.39), 且 册 (6.3.40) 所 定义 的 尺度 函数 gz) = 开 (r2) 


小 波 分 析 理 论 可 推广 到 高 维 情形 . 在 现代 分 析 领 域 中 , 小 波 分 析 理 论 可 用 于 
Lebesgue 空间 、Sobolev 空间 、Hardy 空间 、BMO 空间 、Halder 函数 空间 的 刻画 
及 积分 算 子 性 质 的 研究 . 此 外 小 波 分 析 已 被 广泛 应 用 于 数值 分 析 、 信 和 号 与 图 像 
分 析 中 的 数据 处 理 、 地 震 勘 探 、 语音 识别 等 领域 有 关 小 波 分 析 理 论 的 深入 讨论 
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